
Chapitre 1 : THÉORIE
ÉLÉMENTAIRE
DES ENSEMBLES
CONSTRUCTION
DE

1.1. Éléments de la théorie
des ensembles

ENSEMBLE ET APPARTENANCE

1.1.1. Définition

On appelle ensemble une collection d'objets: ces objets sont les élé-
ments de l'ensemble.

1.1.2. Exemples

1) Les entiers 0,1, 2. 3,4. • • • forment un ensemble appelé l'ensemble
des entiers naturels et noté FI.

2) Les entiers • • • - 4, - 3 , - 2 , - 1 . • • -1, 2.3.4, • • • forment l'ensemble
des entiers rationnels que l'on note Z.

3) On désigne par Q l'ensemble des nombres rationnels — | , — I. — | .
. 1 0 i i l . . .

1 8 ' U ' ' • • * • 2 "

Soit E un ensemble. Pour dire qu'un objet x est un élément de E, on
écrit x £ E et on lit « x appartient à E », et pour dire que x n'est pas
un objet de E on écrit x $ E et on lit « x n'appartient pas à E ».

Un ensemble est vide s'il n'a aucun élément; l'ensemble vide est
noté 0.

Inclusion — Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus
dans F et on note E C F ou F D E si tout élément de E est élément
de F. On dira alors que E est un sous-ensemble de F ou que E est une
partie de F.

E = F si E C F et F C E.
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OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES SUR LES ENSEMBLES
Intersection — Soient E et F deux ensembles. Leur intersection

est l'ensemble des éléments qui appartiennent simultanément à £ et à
F : cet ensemble se note E O F . Si F n F = 0 on dit que E ex F sont
disjoints.

Réunion — La réunion des ensembles F et F est l'ensemble des
éléments qui appartiennent à F ou à F : cet ensemble se note F U F .

Complémentaire — Soit A une partie d'un ensemble F . On appelle
complémentaire de .4 par rapport à F. l'ensemble des éléments de F qui
n'appartiennent pas à .4 : on note cet ensemble CE.4.

Propriétés des opérations élémentaires

Proposition

Soient .4. B et C trois parties d'un même ensemble F . Alors :

1) A n S = 5(1.4

2) AUS = BUA

3) (Ans) ne = An(snC)

4) (AUS)UC = AU(SUC)

5) A n (S u C) = (A n B) u (5 n C)

6) A U (S n C) = (A U B) n (A U C)

7) C£(.4flß) = C£.4UC£5

8) C£(AUB) = CEAnCEB

Démonstration

1 ) x G A n 5 si et seulement si ,r G A et x G B. donc x G A n S si et
seulement si x G B et x G A. c'est-à-dire si et seulement si .r G B n A.

2) x G A U B si et seulement si x G A ou x G B. donc x G A U B si
et seulement si x G B ou .r G A. ce qui revient à dire que x G A U B si
et seulement si x G B U A.

3) x G (A n B) n C si et seulement si .r G A n B et x G C ce qui
équivaut à .r G A et x G S et x E C.

De même ¿- G A n (B n C) si et seulement si x G A et j - 6 5 (1 f et
cela équivaut à x £ A et x £ B et x G C.

4) a.- G (A U B) U C si et seulement si x G A U B ou x G C. donc si et
seulement si x G A ou x G B ou J- G C. D'autre part J G A U (B U C) si
et seulement si x G A ou ¿- G B ou ,r G C.

5) r e A n (B U C) si et seulement si x G A et x G B U C. Ainsi
x G A n (B n C) si et seulement si (f G A et x G B) ou ( x G A et î £ f )
ce qui équivaut à x G A n B ou ,r G A n C.

6) ï Ê . 4 U ( f l i i C) équivaut à x G A ou x G (B n C) et cette dernière
relation équivaut à ( ï £ . 4 U B e t i £ . 4 U C ) .
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7) x £ CE A U CEB équivaut à f ^ CE A et x g CEB. Autrement dit
x g CE A U CEB équivaut à : x G .4 et x G B. Donc x g CE A U CEB si
et seulement si x £ CE (A fi B).

8) Posons A' = Cjr.4 et B1 = CEB. On a. d'après 7). CE(A' il B') =
CEA1 U CEB' D'OÙ : ,4' n B' = CE(A U B).

1.2. Construction de l'ensemble
des nombres réels M.

1.2.1. Définition
On dit qu'une suite (f „)„£.-; d'éléments de ~ converge vers un élément

a de ~ si pour tout s G I et Î > 0. il existe T?O G I7 tel que l'inégalité
n > TÎQ e n t r a î n e \xn — a\ < t.

D É F I N I T I O N

Une suite (xn)n^-_: d'éléments de ~ est dite de Cauchy si. quel que
soit s G ~ et ê > 0. il existe no G I1 tel que les inégalités p > no et
q > no entraînent \xp — xq\ < z.

1.2.2. Proposition

Toute suite (xn) d'éléments de ~ . convergeant dans ~ est de Cauchy.

Démonstration — Supposons que (xn) converge vers a G ^ et soit s > 0.
(î G 3 )• II existe no tel que l'inégalité n > no entraîne \xn — a\ < %. Soit
p. q G IT tels que p > no et q > no- Alors

L q \ _ xP - a \xa - a
2

1.2.3. Proposition
Toute suite de Cauchy d'éléments de 3 est bornée.

Démonstration — Soit (xn)n^- une suite de Cauchy. (xn G 3 ) . Il existe
no G IT tel que pour tout n G IT. l'inégalité n > no entraîne \xn — x„0\ < 1.

On a donc, pour n > no- xno — 1 < xn < x„0 + 1.

Posons M = Max[{i„ / n < n 0} U {xno + 1}] et m = Min[{a?n / n <
n0}u{xno-l}}

On a alors m < xn < M pour tout n G I1.

1.2.4. Proposition

Soient (xn) et (yn) deux suites à éléments dans ^¿. Si (rn) converge
vers 0 et si (yn) est bornée, alors la suite (xnyn) converge vers 0.
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Démonstraiwn — Soit M G Q e t M > 0, tel que \yn\ < M pour tout
n G l'î. Étant donné s > 0 et s G Q. il existe no G H tel que l'inégalité
n > n0 entraîne |xn | < -Î^^-. Donc pour tout n > n0, on a \xnyn | < ^

1.2.5. Proposition

Si les suites (a;n) et (j/n) d'éléments de Q sont de Cauchy, alors les
suites (xn + yn), {xn — yn) et (xnyn) sont de Cauchy.

Démonstration — Soit M G Q tel que | z n | < A/o et \yn\ < Mo pour
tout n G F!. Le nombre s G Q (e > 0) étant donné, il existe des entiers
naturels no et ni tels que pour p. q G N les inégalités p > no et q > no
entraînent \xp — xq\ < n]^ 0 et les inégalités p > ni et g > ni entraînent

li/p-î/gl < 2Ä7+2

Posons H2 = Max(no. «i) et soient p, q G I! tels que p > ni et q > no-
On a alors

2e

\{xp + yp) - {xq + yq)\ < \xP-Xq\ + \yp-yq\ < 2M'+2 < c-
2e

\{xp - yP) - {xq - yg)\ < \xp - xg\ + \yP-yq\< 2M + 2 < s

< \xp\ \yP - yq\ + \yq\ \xP - xq\ < 2 M +" 2 < e

1.2.6. Proposition

Soit (xn)„ejj une suite de Cauchy d'éléments de Q. On suppose que
(xn)nçN ne tend pas vers 0. Alors il existe a > 0 et no G N tels que Vn.

l'inégalité n > n0 entraîne |xn | > a. De plus la suite ( — ) est de
\Xn/ n>n0

Cauchy.

Démonstration — On va raisonner par l'absurde en supposant que Va >
0, Vn G N, 3m > n tel que \xm\ < a. Soit a > 0. La suite (xn)ng;;
étant de Cauchy, il existe no tel que n > no et m > mo entraînent
\xm-xn\ <Q/2.

Maintenant par l'hypothèse, il existe ni > no tel que |;cn i | < a/2.
n > n0 entraîne alors \xn\ < \xn — x n j | + \xni\ < a/2 + a /2 = a. a
étant quelconque, ceci signifie que la suite (xn)nex tend vers 0. D'où la
contradiction.

— Soient p et q deux entiers naturels tels que p > no et q > n0. On
1 1 \xp — xq 4 . ,

= —p p- < — -̂|Xp — £q|, et comme la suite (xn)n>no est
Xp Xq \XpXq\ Q"

de Cauchy, il en résulte que la suite I — ] est aussi de Cauchy.

Posons ^l'ensemble des suites de Cauchy de nombres rationnels. Il
résulte de la proposition 1.2.5. que ^ est un anneau commutatif pour
l'addition et la multiplication définies comme suit :



Construction de ¡'ensemble des nombres réels M 11

(xn) + {yn) = (x„ + yn), {xn) • (yn) = [xnyn).

Il est clair que la suite stationnaire (xn) où xn = 1 pour tout n £ N
est élément unité de cet anneau. Posons féo l'ensemble des suites de
nombres rationnels convergeant vers 0. féo est un idéal de "€ d'après la
proposition 1.2.4.

1.2.7- Proposition

féo est un idéal maximal de l'anneau <ê.

Démonstration — Soit (xn) une suite de Cauchy ne convergeant pas
vers 0. D'après la proposition 1.2.6, on peut supposer que xn ^ 0 pour

( '( 1tout n G N, et il résulte alors de la même proposition que la suite —
Xr

est de Cauchy et il est clair que le produit (xn) [ — ) est l'élément unité
\Xn)

de *é. Comme féo est un idéal maximal de fé7, donc l'anneau-quotient
est un corps commutatif.

D É F I N I T I O N

Le corps commutatif fê/^o est appelé droite numérique et désigné
par M. Ses éléments sont appelés nombres réels.

On peut constater facilement que l'application ¡p, qui consiste à as-
socier à chaque nombre rationnel q la suite stationnaire (xn) où xn = q
pour tout n G Fî, est un homomorphisme injectif de l'anneau Q dans
l'anneau ff, de plus si q et q' sont des éléments de Q tels que q ^ q', alors
la suite (de Cauchy) ¡p(q) — <p(q') = (xn) où xn = q — q' pour tout n G N,
ne converge pas vers 0. Donc si l'on pose p la surjection canonique de *€
sur ffi l'application i = po ip est un homomorphisme injectif du corps Q
dans le corps S . Le morphisme i permet d'identifier la classe modulo %
des suites de Cauchy convergeant vers q au nombre rationnel q, et par
la suite, de considérer Q comme sous-corps de M.

1.2.8. Proposition

L'inclusion Q C ffi est stricte.

Démonstration — Considérons la suite de nombres rationnels (s;n)n>o,
o ù x n - l + f + £ + • • • + ¿i-

Pour p > î o n a i J , - t g = j ^ + ^ v • • • + ^ - Or

ITyT + ̂  + ...+ I < ( - l T y i [ 1 + - | î + 7 T ^

iÌP-9-lJ'
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1 1 1 1 1
• +

( 5 + 1 ) ! , 1 qqV

7TT

donc \ip — xq\ < — pour p>q>n>lce qui prouve que x = (xn)

est une suite de Cauchy c'est-à-dire un élément de cé. Montrons que le
nombre réel ~x qui est la classe de (x„) modulo féo n'appartient pas '"_.
Autrement dit que (xn) ne converge pas vers un élément de Q_'.

Supposons le contraire et soient s G R ' e t i £ l !* tels que lim xn =

n—f + oo

- . De l'inégalité 0 < xr — xq < —- pour p > q > 1, on déduit, en faisant

s 1
tendre p vers l'infini, l'inégalité suivante; (1) 0 < xç < — . car la

t qq\

suite (xn) étant strictement croissante, on a xm < lim x„ ~ - pour

tout m 6 I1.
On prend q > t. comme xq est un élément de ~. on peut écrire

¿- .r = 4.oùc?G ^.(1) s'écrit donc 0 < — < —:. d'où 0 < d < - < .
' ? q\ ~ qq\ ~ q ~ 2
Ce qui est impossible. Donc le nombre e de I?,. classe modulo '/io de la
suite xn = 1 + T̂ + - ' - + ^ T n'appartient pas Q, on dit que e est irrationnel.

1.3. Relation d'ordre dans IR

Nous allons munir F. d'une relation d'ordre compatible avec sa struc-
ture de corps et qui prolonge l'ordre naturel de ^ .

Soit (xn) un élément de cé. On dit (xn) est strictement positif s'il
existe i? S Ç, i > 0 et s'il existe no G H tels que l'inégalité n > no
implique xn > ¡3. On dit que (xn) est strictement négatif si (—xn) est
strictement positif. On note <if£ l'ensemble des éléments strictement po-
sitifs de if et féZ 1 ensemble des éléments négatifs de cé.

1.3.1. Proposition

%Z- c£"-. et if0 forment une partition de té.

Démonstration — Soit (xn) G cé. On a l'équivalence (xn) G iio ^̂ =>
lim xn — 0, donc

<é*+ n #o = <él n ífo = 0

Supposons qu'il existe (,r„) G ̂  n ^ I . Alors il existe T?O G PI. 3,") G
Q, ,J > 0. -) > 0 tels que pour n > no on ait : — ", > xn > 3. ce qui est
impossible, donc ^ n ̂  5̂  0-
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Soit (x„) G iftel que (xn) G if ; Cl i f l . Alors

(VQ > 0), (Q G 2)(Vn e V.)(3mi > n)(3m2 > n)(xmi < a et -a < xm2).

Soit e > 0 (e G v ) . Comme (xn) est de Cauchy. il existe n0 G H tel

que les inégalités n > no et q > UQ entraînent xq — ^ < ¿"n < £9 + ^.

Soient mi > «o et m¡ > no tels que xm¡ < ~ et — ^ < ,rm2. On a

alors :

donc pour n > no on a : — s < xn < e.

Il en résulte que lim xn = 0 c'est-à-dire (xn) G ifo- D'où if =
n—v-j-oc

if; U iT U if0. On note if+ = if¿ U if0 et if_ = if̂  U ^b •

1.3.2. Proposition

Si x = (xn) G if+ et y = (yn) G if+. alors x + y G if+ et xy £ <tf+.

Démonstration — Si x G ̂ o et y G ̂ o. alors x + y G ̂ o et xi/ G ifo car
lim (i„ + y„) = lim xn + lim j / n = 0.

Si 2- G if; et ¡/ G if|, alors il existe i > 0, ß G Q> et ni G H. il existe
~) > 0. -) G v; et ni G N tels que pour n > sup (ni, «2) on ait xn > 3 et
2/n > -). Donc, pour n > sup (ni, n2) o n a : i „ + j / „ > /? + -) et r„i/n > ^ .
Ce qui entraîne ar + y G ̂ + et xy G if+.

Si x G #0 et Î/ G if;, alors il existe 3 > 0, ,J G 3>, et il existe n0 G N
tels que l'inégalité n > no entraîne yn > ß : comme lim xn = 0, il

n—f+ 00

existe ni £ F tel que l'inégalité n > ni entraîne — — < xn < —, Donc

3 . ß
pour n > sup(no ,ni) on a : xn + yn > - - + ß = -.

D'où x + y G ̂ +. D'autre part on a lim x„yn = 0. D'où xy G %•
n f + oc

1.3.3. Proposition

Soient ^ = (xn) et y = (yn) deux éléments de if. Si x et y sont
équivalentes modulo ^0 et x G if+ alors y G if+.

Démonstration — y—x G ifo C if+ et x G if+ impliquent j / = (y—x)+x G

R E M A R Q U E

II résulte de la proposition 1.3.2 que si x G <ë+ et si ¿/ est un élément
de la classe x de x dans M, alors ¿/ G ^ . . On dit que le nombre réel x
est strictement positif. On peut vérifier que si x' G ̂ 1 et y' G x', alors
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y' G.^1, on dit que x' est un nombre réel strictement négatif. Il est clair
que si x G ̂ o, alors £ — 0 est le nombre réel non nul. On note :

WL+ = <é]rl
<€c¡ l'ensemble des réels strictement positifs.

M* = <€*_lt€^ l'ensemble des réels strictement négatifs.

IR+ = <£+/<^o l'ensemble des réels positifs.

E_ = 1f_/^o l'ensemble des réels négatifs.

On a: M = m + U Ä - et M + n S _ = {0}.

1.3.4. Proposition

La relation < définie sur IR par : x < y <=>• y — x G M+ est une
relation d'ordre total compatible avec la structure de corps de S qui
prolonge l'ordre naturel de Q.

Démonstration — Soit x G IR et y G IR tels que j - i E ?.+ et x — y G K+.

On a alors y - x = —{x — y) G S - , donc y - x G K+ HP. . . Ce qui
entraîne y — x = 0, donc x = y.

Soient i G 1 , Ï G P. et : € i tels que y - x G S+ et z - y G R+.

Alors z - x = (z - y) - (y - x) e ÎR+. Soit i £ E et ¡/ E S. On
a y — x G M+ ou £ — y G S._, ce qui entraîne y < x ou x < y. Si x.
x', y et y' sont des réels tels que y — x G M+ ou y' — x' G ÎR+. alors
(j, + y') -(X + x>) = (y-x) + (y1 - x') G M+.

Si a; et x' sont deux réels tels que x G M+ et Ü' G E+, alors 2"a;' G ¡R+.
De plus il est clair que si a et b sont deux éléments de Q tels que a < b
dans Q, alors a < b dans IR.

1.3.5. Proposition

La valeur absolue d'un nombre réel a est le nombre réel positif
Sup ( a , - a ) .

Soient a, 6 G IR, on vérifie les propriétés suivantes :

1) -\a\ < a < \a\

2)\-a\ = \a

3) |a + 6| < |a| + |6|

4 ) | a 6 | = | a | | 6 |

5) \a\ = 0 <=> a = 0

1.4. Densité de Q dans R
Axiome d'Archimède

1.4.1. Théorème (Axiome d'Archimède)

Pour tout réel a, il existe un entier m tel que m > a.
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Démonsimiwn — Soit (xn) un élément de ^représentant a. La suite
(xn) étant bornée dans Q\ il existe M = - G IR et M > 0 (p G l'i et

q G II*) tel que q\xn\ < M pour tout n G N. Comme (M — r n ) n est une
suite de rationnels positifs ou nuls, sa classe à savoir M - a est positif
ou nul dans S. On a donc - > a, d'où p > a, car p > - .En prenant

m = p + l . o n a m > a .

Corollaire 1 — Pour tout nombre réels a, b avec a > 0, il existe un
entier p tel que pa > 6.

Démonstration — II existe un entier p tel que p > - . donc pa > è.
a

Corollaire 2 — Pour tout réel e > 0. il existe un rationnel a > 0 tel
que 0 < Q < 5.

Démonstration — II existe p G F* tel que pe > 1. donc, en posant Q = 1.

on a 0 < - < s.

1.4.2. Proposition

Pour tout nombre réel x et pour tout réel e > 0, il existe un entier p
unique satisfaisant à :

pe < x < (p+ l)e

Démonstration — II résulte du corollaire 1 du théorème 1.4.1 qu'il existe
un entier n tel que m > \x\. soit — ne < x < ne. L'ensemble B = {m G
"Z I ine < x} est donc non vide, car — n £ B, et est majoré par n. Soit p
le plus grand élément de B. On a pe < x < (p+ l)s. Soit p' autre entier
vérifiant p'e < x < (p' + l)e. On a alors les inégalités : p'e < x < (p+ l)e
et pe < x < (p' + l)e qui entraînent les inégalités p' < p et p < p', d'où

1.4.3. Définition

Soit x G 5£. On appelle partie entière de x l'unique entier p G Z tel
que p < x < p + 1. On note

p = E(x) ou p=[x].

1.4.4. Proposition (Théorème de densité de Q dans IR)

Soient x et y deux nombres réels tels que x < y, il existe r G 5 tel
que x < r < y.

Démonstration — Soit q G IJ" tel que q(y - x) > 1 et soit p l'unique

entier satisfaisant : p • - < x < (p + 1) • -. On a alors
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x < et q ( y ) > 1. ce qui entraîne x < et y > .

q \ q) q q
d'où x < < y. Il suffit de prendre ;• = .

q q
Corollaire — II existe entre deux réels distincts une infinité de nombres
rationnels.

1.4.5. Proposition
Entre deux rationnels distincts il existe un irrationnel.

Démonstration — Soient x et y deux rationnels, x < y. et soit s un
nombre irrationnel strictement positif (par exemple s = e). Il existe un
entier q € U." tel que q(y — x) > s. On a alors

x < x ~\— < y et ¿"H— est irrationnel.
q q

1.4.6. Définition
On dit qu'une partie .4 de S est dense dans 3. si entre deux éléments

distincts quelconques dans 31, il existe un élément de A. Ainsi Q et O?.~
sont denses dans ?..



Chapitre 2 : LIMITE ET
CONTINUITÉ

Introduction
Le concept fondamental de l'analyse est le concept d'approximation :

soit Î un nombre réel strictement positif. On dit que le réel x est une
approximation de XQ à e près si \x — xo\ < s. Si î est assez petit (selon la
précision souhaitée), on dira alors que x est voisin de .ro et on notera x ~
.ro. Pour obtenir des énoncés mathématiques, il faut toujours indiquer à
quelle précision un nombre est voisin d'un autre. De même on dira qu'un
sous ensemble S de 3r. est arbitrairement voisin d'un réel xo- si pour tout
s > 0 il existe x G 5. qui approxime io à - près.

Soit une fonction réelle de la variable réelle / : 5 —>• ?. où 5 est un
sous-ensemble de ?. arbitrairement voisin de XQ. Peut-on approcher le
nombre f(x) pour x £ S et voisin de xo"? La première idée est de dire
que si x ~ XQ alors f(x) ~ / où / une constante réelle. Cela revient à
approcher la fonction / par une constante : ce qui conduit au concept
de limite de / au point Xo- Si / est définie en xo et / = /(.ro)- o n

a alors la notion de continuité de / en .ro- Dans les autres chapitres
on cherchera à améliorer l'approximation de / par une fonction affine
(notion de dérivée), ou une fonction polynôme (développements limités).

La définition de la continuité, exprimée en termes de propriétés du
système des nombres réels, a été formulée pour la première fois par le
mathématicien français Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Sa défini-
tion, encore utilisée de nos jours, est plus facilement explicitée grâce au
concept de limite que nous abordons d abord dans la première partie de
ce chapitre.

2.1. Sous-ensembles bornés de IR
Intervalles de IR

2.1.1. Définition
l n sous ensemble E de _-. est dit majoré (respectivement minoré) s'il

existe un nombre réel .4 tel que :

V* G E. x < A (resp. x > A)

A s'appelle un majorant (resp. un minorant) de E ; E est dit borné s'il
est majoré et minoré.
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2.1.2. Définition

Soit E C 3*.; une borne supérieure de E est un majorant M de £ tel
que, pour tout majorant A de E, on a A > A/\

De même une borne inférieure de £ est un minorant m de E tel que.
a < m pour tout minorant a de F.

2.1.3. Remarque

Si E admet une borne supérieure M (resp une borne inférieure m),
alors M (resp m) est unique.

En effet, soit M' une autre borne supérieure, comme M est un ma-
jorant. M > M', comme M' est un majorant. M' > M d'où M = M'.
On démontre de la même manière l'unicité de m. On notera alors:
M = sup E ; m = inf E.

La définition 2.1.2 est équivalente à la définition suivante.

2.1.4. Définition

Soit E C JR. M est la borne supérieure de E si et seulement si

i) Vz G E, x < M

ii) Vs > 0,3a- G E .z > M -s.

De même m est la borne inférieure de E si et seulement si :

i) V.T G E, x > m

ii) Ve > 0, 3x G E. x < m + e.

2.1.5. Définition

Soit / : E C ?- —ï 5- une fonction. On dira que / est majorée (resp.
minorée) sur E. si f{E) est majoré (resp. minoré) dans ?,.

La borne supérieure M (resp. la borne inférieure m) de / sur E est
la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de f(E). si elle existe.

Notation: M = sup f(x) : m = inf f(x).

2.1.6. Exemples

1) L'ensemble des entiers positifs n'est pas majoré (proposition 2.1.8),
par contre il est minoré et 0 est sa borne inférieure.

2) E = {x G S. x > 0 et x2 < 2} est bornée: 0 = inf£, et y/2 =
sup E. On remarque que la borne supérieure A/2 n'appartient pas à E.

3) E = {1. ^, | ì , . . . } est borné. 1 est ¡a borne supérieure et 0
est la borne inférieure qui n'appartient pas à E.
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2.1.7. Propriété fondamentale

L'ensemble des nombres réels possède une propriété fondamentale,
que ne vérifie pas l'ensemble des nombres rationnels, et qu'on admettra
dans la suite :

— tout sous-ensemble non vide de M majoré admet une borne supé-
rieure;

— tout sous-ensemble non vide de M minoré admet une borne infé-
rieure.

Comme application de la propriété 2.1.7, on a la proposition suivante :

2.1.8. Proposition

L'ensemble N des entiers naturels n'est pas majoré dans M. En par-
ticulier si a G S est tel que :

Vn € M*, 0 < a < - , alors a = 0
n

Démonstration — Supposons qu'il existe un nombre réel b majorant H.

On aura b > n pour tout n G N. D'après 2.1.7, N admet une borne
supérieure M > 0 comme 1 > 0, on a M < M + 1.

Donc M — 1 < M et M — 1 n'est pas un majorant ; donc il existe
n0 G N tel que M - 1 < n0 ; d'où M < 1 + no- Comme 1 + n0 G N; on a
la contradiction.

— Soit a g S tel que 0 < a < ~ pour tout n G N*; si a ^ 0, alors
n < ¿ pour tout n G N*. Ce qui est impossible d'après ce qui précède.

En particulier si a G P.+ est tel que pour tout £ > 0, a < e, alors
a = 0. Nous aurons à utiliser ce résultat à maintes reprises par la suite.

2.1.9. Définition

Un intervalle / de M est une partie de M ayant l'une des formes
suivantes :

[a, b] = {x £ S/a < x < b}; [a, b[= {x G M/a < x < b} ;

]a, b] = {x £ S/a < x < b}; ]a, b[= {x G M/a < x < b} ;

] - oo, a] = {x G K/z < a}; ] - oc, a[= {x G S/x < a} ;

[ a , + . x [ = { i £ K / i > a } ; ]a, +3o[= {x G S / i > a}; M; 0.

Un intervalle peut être caractérisé par une propriété locale comme le
montre l'énoncé suivant :

2.1.10. Proposition

Une partie I de M est un intervalle si et seulement si

V a G / , V è G / , a < b^[a,b]Ç I. (1)
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Démonstration — Supposons / ^ 0. La condition (1) est évidemment
nécessaire d'après 2.1.9 ; elle est suffisante ; en effet si / n'est ni majoré,
ni minoré, pour tout x 6 S, il existe a. 6. G / tels que a < x < b, donc
d'après (1) x G / et I — S. Si / est majoré et non minoré, soit 6 = sup /;
pour tout x < b il existe alors a.c G /, tels que a < x < c < b. donc
x G /, et / ne peut être que ] — oc, 6] ou ] — oc, &[.

Par un raisonnement analogue on montre que si I est minoré et non
majoré / =]a, +oc[ ou [a. +oc[. où a = inf I.

Si / est majoré et minoré le même argument montre que I a l'une
des formes suivantes : [a, 6]: ]a. b[\ ]a. b]: [a. b[ avec a = inf J, b = sup /.

2.1.11. Extrémités et points intérieurs d'un intervalle
2.1.11.1. Définition

Soit I un intervalle de ?.. On appelle extrémités de I. inf J et sup/,
quand ils existent.

Un point xo G / est un point intérieur de I si et seulement si :
0

3a > 0 tel que ]XQ — a, XQ + o[C /. On note / l'ensemble des points
0

intérieurs de I. On dira que I est ouvert si et seulement si : / = I.

2.1.11.2. Propriétés

On établit facilement les propriétés suivantes :

1) Les extrémités de /. quand elles appartiennent à /. ne sont pas
des points intérieurs de /.

0 0

2) Soient I et J deux intervalles de R. Si / C J. alors I C J-
0

3) Si / est un intervalle de S, il en est de même de I.
0

4) 1 = 1— (les extrémités de J).

2.2. Limites
2.2.1. Définition

On appelle voisinage d'un point Xo de S de rayon a > 0. et on note
Va(xo), l'intervalle ouvert centré en Xo : ]xo — a,Xo + Û[.

2.2.2. Définition
Soit S un sous ensemble non vide de IR et xo G IR- On dira que S est

arbitrairement voisin de xo, et on notera S ~ XQ, si pour tout e > 0, il
existe j G 5 tel que \x — xo| < £•

En d'autres termes :

S ~a:o.«-Va > 0. Sa = S n
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Sa s'appelle la trace dans S du voisinage \'a(xo)

2.2.3. Remarques

1) S est arbitrairement voisin de chacun de ses points. Un point
x G S tel qu "il existe Va (x). vérifiant 1 'a (x) O S = {x} s'appelle un point
isolé de S.

2) Si S ~ XQ, XO G S, tout sous ensemble S' de S n 'est pas nécessai-

rement arbitrairement voisin de xo- Par contre si S' est ¡a trace dans S

d'un voisinage de XQ, alors 5 ' ~ Jo-

2.2.4. Définition

Soient xo G >„, S une partie de S arbitrairement voisine de xo. et
/ : S —> ?.. une application. Soit / G ?.. On dira que f(x) a pour limite /
quand x tend vers XQ, en restant dans S, si et seulement si :

VIno • 3Y&

ou en faisant intervenir

Vf> 0. 38 >0.

(•ro

les

(\x

) tel que / (5 n Vs(xo)) C

rayons des voisinages :

- .roi < S, et x G 5=>|/(-c) -

(/

'1

)

Ce qu'on notera par :

lim f(x) = / ou f(x) —> l quand x —> Jo

en omettant S, si le contexte ne laisse pas d'ambiguïté à ce sujet.

2.2.5. Remarques

1) Dans la définition 2.2.4 \'S{1) est en premier lieu spécifié : Vs(xo)
pouvant alors dépendre de Ve(l).

2) La notion de limite de f en xo dépend de l'ensemble S. Toutefois :

2.2.6. Proposition

Soit / : 5 c £ - > ? . . 5 ~ ÎO^ Soit S1 un sous-ensemble de S. tel que
5' ~ xo si

lim fix) = / et lim fix) — m
x€S xeS'

alors I = m. En particulier si / admet une limite en xo, cette limite est
unique.

Démonstration

limo f(x) = l => Vf > 0, 36, > 0 : | ^ ~ J ° ' < Sl => \f(x) - l \ < \
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de même

¿un /(*) = m => 3«52 > 0 : í ^ " ^ ' < ¿" => \f(x) - m\ < \.

Soit S — inf(¿i, Í2)- Si \x — xo| < ¿, avec x £ S' alors

K - H < I' - /(*) + /(*) - ">| < |/ - f(x)\ + \f{x) - m\ < | + | = e

ainsi \l - m\ < s pour tout e > 0. Donc \l - m| = 0 (Proposition 2.1.8)
et / = m.

2.2.7. Proposition

Soit /:Scl-tS,îOÊl,S'"ïo

et SQ = 5n]a?o - a,x0 + a[.a > 0. Alors :

lim f(x) =l<* lim / ( Í ) = /.
S S

Démonstration

lim /(
X¿€S°

Puisque S a ~ x0, Sa H V¿(xo) ̂  0 et

f(SanVs{x0))Çf(Sr\Vi{x0)) Ç Vt{l)

d'où lim f(x) = /. Réciproquement on a,

Jim /(i) = / <* VK(/). 31^(^0), /(SQ nVSl(x0)) Ç Vt(l).Ji

Soit ¿2 = inf(a,¿i),

j II V 02^oJ = ¿Û ' I ' "2\Xoj L. Da II •'áii^oj

et par suite

donc : lim f(x) = 1.
X¿Vs°

2.2.8. Remarques et exemples

1) Pour chercher ¡a ¡imite de f(x) au point XQ, XQ £ 5 et S ~ xo, on
pourra se restreindre à la trace S' d'un voisinage de XQ sur S.

2) Si f(x) —> / quand x —)• xo, x Ç. S, alors pour tout sous-ensemble
S' de S tel que S' ~ XQ on a : f(x) —>• / quand x —> xo, x E S'.
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La réciproque n:est pas vraie en général. En effet soit la fonction
f : M —>• P. définie par :

aVors pour tout q G v , lini f(x) = 1, a7ors que lim f(x) n'existe pas. En
i€<6 x€Il

effet, on sait que fout intervalle ouvert non vide contient au moins un
nombre irrationnel ; d'où pour tout a > 0. /(K CiVa) = / ( l 'a) = {0, 1}.

Pour e = \,f{Va{q)) £ ] £ , § [ = V i ( l ) ,Vû > 0. D'où lim /(a-) n'existe

pas. car el/e serait égale à 1 d'après ¡a proposition 2.2.6.

3) Soient: S+ = {x G S. x > x0), S~ = { i £ S . i < x0}. Si
Jim f(x) — l\ on dira que ly est la limite à droite de f(x) en XQ. et

on écrira: lim f(x) = l\.
x-t-r +

De même si lim f(x) — l?, on dira que lo est ¡a limite à gauche de
X—t-XQ

f(x) en xo et on écrira: lim f(x) = lo.

lim fix) existe «• h et /2 existent et l\ = l->.
X-^XQ

4) Si f(x) = c pour tout x G 3 , lim fix) = c pour tout ^o de IR.
l-+r0

Si f(x) — x pour tout x G S, lim f(x) = ¿o pour tout XQ de ?..

5j II arrive en général que ¡a limite à droite en XQ soit différente de la
limite à gauche de xo, les deux ¡imites étant elles-mêmes différentes de
¡a valeur de ¡a fonction en xo- Soit f : ] — 1,1[—• S telle que :

( x + 1. - 1 < x < 0

x- 1, 0 < x < 1

0. x = 0

On a:
lim /Or) = 1; lim f(x) = - 1 ; /(0) = 0.

r-)-0- x->0 +

6J Si lim /(.r) = /, aiors i] existe k > 0 et un voisinage V(xo) de XQ.

tels que : Vx G l " ( ^ 0 ) n 5 , | /(a:) | < k.

On dira alors que f est bornée « au voisinage » de Xo.

En effet : pour e — \ il existe S > 0 tel que si \x — xo\ < S, x € S,
\f(x)-l\<ïd'où\f(x)\<\l\ + l.

Cette remarque peut servir pour montrer qu'une fonction n'a pas de
limite en un point ; il suffit de montrer qu'elle n'est bornée dans aucun
voisinage de ce point. Ainsi la fonction f(x) = - n'a pas de limite en 0.
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2.2.9. Limite en +oc et —cc
Soit 5 Ç ?.. contenant des nombres positifs aussi grands que l'on

veut, c'est-à-dire: pour tout A > 0. il existe x G S tel que x > .4. On
notera S

Soit / : S Ç I -> ?.. On veut définir la limite de f(x) quand x devient
très grand en restant dans 5 (on écrira x —¥ +oc, x G S). On suppose que

tous les éléments de 5 sont strictement positifs. Soit Si = { —. x £ S}.

alors S ~ +OC entraîne Si ~ 0.

Posons À* = — et g(X) = / ( — ) = f(x). lim g(X) = / équivaut
x V A / A'->°

à :
Vs > 0. 3 J > 0. (0 < X < S,X e Si) => \g(X) - l\ < ~.

g(-) -Ì

ou encore en posant A" = ^

Vs> 0. 3.4= ^ > 0. (x > A.xeS) ^ \f(x) - l\ =
0

d'où :

2.2.9.1. Définition

lim f(x) = Ì si et seulement si:

V î > 0 . 3 .4 > 0 . x > A e t x G S => \f(x) - l \ < s .

Remarque : On peut étendre la définition 2.2.9.1 à une fonction

< s.

même si 5 contient des nombres négatifs ou nuls. En effet par un raison-
nement analogue à 2.2.7. en considérant SA — [A.+oc[C\S. A > 0. on
montrera facilement que :

lim f(x) =lï> lim f(x) =1. (1)
X + + SO x t + ac

Autrement dit la limite de f(x) quand x —¥ +oc ne dépend que des
valeurs de f(x) pour x assez grand. i £ S .

De même, soit S Ç ?.. posons S' = { — x, x £ S}. On dira que 5 ~ —cc
si et seulement si 5' ~ +DC.

2.2.9.2. Définition

Soit /:5Ç5.->?..5 De. Posons X = -x et g(X) - f(-x)

lim f(x) = 1 O lim g(X) = /.
x->--=o A'-f + cic

x€5 A£S '

Par un même raisonnement que dans 2.2.9.1 on obtient :
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2.2.9.3. Définition

lim f(x) = /. si et seulement si :

pour tout ; > 0. il existe .4 > 0. tel que si x < —A et x £ S, on a :
| / ( * ) - / | < î .

2.2.9.4. Remarques

Les définitions 2.2.9.1 et 2.2.9.2 ramènent la définition de limite
d'une fonction en +DC OU — oc, à celle d'une fonction en 0. Donc tous
les théorèmes qui vont suivre sur ¡es limites en xo £ ?- seront valables
pour les limites en +yz ou —DC. En particulier la proposition 2.2.6 et la
remarque 2.2.8. 6) s'énoncent ainsi pour +oc par exemple:

2.2.9.5. Proposition

Si lim f(x) = /. alors / est unique.

En outre, il existe A' > 0 et .4 > 0. tels que si .r > A. x E S. alors
|/(.r)| < k. On dira alors que / est bornée au « voisinage» de +oc.

2.2.10. Limite d'une suite

Un cas important est celui où 5 = \": Une application / : .V —y
I?. est appelée une suite. En posant f(n) = xn. une suite de nombres
réels sera alors notée par {x\. X2- x%. • • • .xn.-) ou simplement (xn).
La notion de suite extraite d'une autre suite jouera un rôle important
dans la suite.

2.2.10.1. Définition

Soit / : I1" —)• I?. une suite de nombres réels : une suite extraite de /
est un suite / o ç : I}' —y !•_ où ~ç est application strictement croissante
de H ' ->P" .

Notation: Si f{n) = .rn. on notera (/ o ç)[k) = J -̂(A-) = x„k. où

2.2.10.2. Remarques

1) Si y : I1" —» IT* est strictement croissante alors y>(n) > n pour
tout n.

Faisons un raisonnement par récurrence :

Pour n = 1. y(l) > 1 ; supposons y(n) > n. dans ce cas:

sp[n + 1) > y(n) >n=>y(n + l)>n + l. D'où. Vn e I1". s(n) > n.

2) pour tout A £ ~?.~+, il existe no £ I1" tel que no > .4. D'après 2.2.9.
X" <•—\-x et on peut parler de ¡imite d'une suite quand n devient grand.
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2.2.10.3. Définition

Soit (x„) une suite de nombres réels définie par l'application / : IT* —»
S. On dira que la suite (xn) admet une limite l quand n devient grand
et on écrira :

lim xn = l, si et seulement si. lim f(n) = /.
n —*- + oo n-» + oc

«Su*

2.2.10.4. Remarque

Ainsi d'après 2.2.9.1. lim xn = / si et seulement si :
n —i- + cc

Ve > 0, 3.4 > 0 : si n > A. on a |.rn - l\ < s.

Or il existe no G N" tel que no > A ; par suite si n > no on a

On peut alors remplacer A par no- On a donc :

2.2.10.5. Définition

Soit (xn) une suite de nombres réels

lim xn — l <=>• Vî > 0. 3no G IT* tel que si n > no. alors xn — l\ < s

2.2.10.6 . Remarques

1) Si lim xn = l, on dira que la suite (xn) est convergente, de
n—f + oo

¡imite l
2) D'après 2.3.10.2, la défínítion de la. limite d'une suite est ramenée

à celle d'une fonction en +oo. Toutes les propriétés énoncées pour ¡es
¡imites de fonctions restent vraies pour ¡es suites. On aura donc :

si lim xn = l. alors / est unique.

En outre H existe k > 0. ef no > 0. te/s que si n > no, \xn\ < k. Ainsi
une suite convergente est bornée.

3) Exemple : Montrons que lim — = 0 pour tout x. x -± 0 fixé.
' n-H-oc nx

Soit x > 0: pour s > 0, il existe no G M* tel que — < ex. Donc si
no

n > no on a — < — < er et par suite — < s. On fait un raisonnement
n no nx

analogue pour x < 0.

Les propositions qui suivent établissent les propriétés fondamentales
des limites pour les sommes, des produits, les quotients, les inégalités de
fonctions ainsi que pour les fonctions composées.
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2.2.11. Propriétés fondamentales
2.2 .11.1 . Proposition :

Soient S Ç l , r 0 G M, tel que S ~ x0, f : S -> M et g : S -> M, telles
que :

Jim f[x) = / et Jtim g(x) = m

alors :
Um (/ + g)(x) = Jim ( / ( i ) + g(x)) = l + m.

Démonstration — Soit s > 0 ; comme lim f(x) = l,36i > 0:

De même 3S2 > 0 : VJ € 5. (|a; - xo| < <52 ̂  |/(x) - m| < | ) .

Posons (5 = inf^! ,^) . Si |x - xo\ < Í, x G 5. on a :

\f(x) + g(x) -l-m\< \f(x) -l\ + \g(x) - m\ < | + | = £.

Donc lim (/ + o)(x) = / + m.
i-»+ro

2.2.11.2. Remarque

Dans la démonstration de ¡a proposition 2.3.11.1 nous avons utilisé
le principe suivant: si une inégalité est vérifiée pour \x — xo\ < 6\ et
une autre a lieu pour \x — XQ\ < ¿2, soit S — inf(íi,Í2) ; alors pour
\x — xo\ < S ¡es deux inégalités sont vérifiées simultanément. Dans ¡es
preuves qui vont suivre, on utilisera souvent ce principe. On passera
directement à S, sans mentionner les ¿i, ¿2, ¿3- • • • intermédiaires.

2.2.11.3. Proposition

Soient 5 C S, / : S —> 3. et g : S —»• ?., x0 G M, S ~ x0.

si lim f(x) = l et lim g(x) = m
r-*r0 x-ïro

alors: lim (fg){x) — lim (f(x)g(x)) = Im
r-»lo x—Uo

Démonstration

Vs > 0, 3¿ > 0 tel que, si \x - x0 \ < S. x G S on a :

1 £
\g(x)-m\ < XTTT—r car lim g(x) = m

l \l\ + 1 r-f+r0

\f{x)\ <\l\ + l (remarque 2.2.8. 6)
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d'où

\f(x)g(x) - lm\ = \f(x)g(x) - f(x)m + f(x)m - lm\

<\f(x)\ \g(x)-m\ + \m\ \f(x)-l\

m

2.2.11.4. Corollaire

Soient / : S C ?- —> ?.. 5 : S C R —>• IF-, £0 £ ?-• 5" ~ XQ et A £ S.

Si lim /(.r) = /, alors lim \f(x) = A/.

2.2.11.5. Exemple

Soient P(x) un polynôme en x, et xç> £ ?.. on a: lim -P(.r) = P(o,"o).

En effet P(x) = a n i " + an_ixn~l + • • • + a\X + ÜQ OÙ a,- £ 7. pour
tout p. 0 < p < n.

lim xp = xZ (proposition 2.2.11.3)
r-Uo

et

d'où

lim apx
p = apxp

Q (corollaire 2.2.11.4)
X ¥Xo

lim P(x) = P(x0) (proposition 2.2.11.1)

2.2.11.6. Remarque

Soient f : S C J?- —> ?.. x0 £ ?.. S - Si lim /(.r) =1.

pour s =
2

. J7

- r o | < S. | / ( i ) -

1/(̂ )1 -: i'

existe

'l<

/
2

Í ;

/

2 '

/

2

s] l - r -

d'où

Ainsi si l im/( j-) =1^0 alors f(x) ne s'annule pas pour les points
de 5 voisins de XQ.
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2.2.11.7. Proposition

Soient / : S C ?. ->• ?.. x0 G ?.. S ~ x0,

si lim fir) = / et / ¿ 0. alors : lim
f(x)

Démonstration — Soit s > 0. 3<5 > 0 tel que, si |x — XQ\ < J, J G S on a :
2

! / ( * ) - ' ! < et (1)

D'après la remarque 2.2.11.6 on peut choisir S tel que f(x) ^ 0 pourL) après la rema
- xo\ <s. xe s.

par suite:

( l ) = » l / ( * ) l >

1 1

/(*)

2.2.11.8. Corollaire

Soient / : S Ç I ^ ?.. j

Si lim /(.r) = /. et lim g(x) =

2 ! / - / ( * ) I

- /2 2

: 5 Ç ?.—>•?.. J 0 G ?.. 5

m / 0 alors: lim [ =
g(x) m

2.2.11.9. Exemples

1) Soient P(x) et Q(x) deux poivnômes en x. xo G ?.. tels que

Comme lim Q(x) = Q{x0) ¿ 0. alors lim ^ - = ^frr.
J--i-.ro r-Ho Q(X) Q(X0)

2) Montrons que lim t g x = 0. On peut se restreindre au cas où
r—t-.ro

^ —\ ~ 2 • 2 L l ¿ - ^ - o . 1)

On peut facilement démontrer géométriquement, en considérant le
cercle trigonométrique. que:

a n i (1)

De cos x = 1 — 2 sin2 — et ( 1 ) on déduit

|cosx - 1| = 2 (2)
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Pour s > 0, soit Si — s ; si \x\ < Si,

alors | sinx| < \x\ < s, d'où lim sin a- = 0.
r—>0

De même soit Sn = \/2e : si \x\ < S2

x2 Si
alors | cos x— l\<—< — =s, d'où lim cos x = 1.

Par suite d'après le corollaire 2.3.11.8

, , ,. sin x 0
hm tgíx) = lim = - = 0.

2.2.11.10. Proposition

Soient 5 Ç S et x0 G M, 5 ~ Ko et soit / : 5 -* M une fonction
positive. Si lim fix) existe et vaut /. alors / > 0.

Démonstration — Supposons / < 0 ; soit e = —.

36 > 0 tel que x e]x0 - S, x0 + S[C\ S entraîne f(x) E]l-^J+^[.

l + y = - < 0 implique f(x) < 0 V* e ]^ 0 - ¿, «0 + ¿[ l~l S", ce qui est

contraire à l'hypothèse.

Corollaire — Soit 5 ~ XQ et soient / : S —» E. et 5 : S —>• S deux
fonctions sur 5 telles que /(a1) < g(x), Va; G 5. Si lim f(x) = I et

lim 5(2;) = m, alors / < m.
x—vr0

Démonstration — La fonction ¡ç = g — f étant positive sur 5, la propo-
sition précédente entraîne lim ¡p = m — l > 0. D"où le résultat.

r—tro

2.2.11.11. Remarque

Soient S Ç S, r0 e ï , S ~ ÎO, / : S -^ 1 . j : 5 -+ 1 , et /1 : 5 -> 5,
telles que f(x) < h{x) < g(x), pour x G Sa, (Sa - Va(x0) C\S), si
lim g(x) = lim (x) = l. alors: lim h(x) = l.

r—>r0 x—vr0 r-*r0

Démonstration — Soi t e > 0.3S > 0, (\x - x o \ < S => | / ( a r ) - /| < - J

et ( | J - x o | < S => | < / ( J ) - / | <

P a r s u i t e

- 4 + 4 ~ 2'

Doù

IM*) - ¿I <
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2.2.11.12. Exemple

a m
hm = 1

On peut se restreindre au sous ensemble 5 =] — f. f [: commesin
est

sm,paire, on peut se restreindre à S\ =10. f i : en effet si lim
J--+0+ X

sin«
hm = 1.

= 1. alors

Considérons la figure suivante :

C

FIGURE: 2.1

On a pour x G]0. f [:

surface du triangle AOB < surface du secteur circulaire .405

< surface du triangle O.4C
1

1 <

1 1

1

sm x cos«

snix
1 > > cos«.

sin x > 0

7T

2

Comme lim cos x — 1 et lim 1 = 1. on a lim
•r-)-0+

sin«
= 1.

2.2.11.13. Proposition

Soient / : 5 ->• 5.. g : T ->• S telle que / (S) ç r , f » É 3. et 5 ~ j 0 -

Si lim /(j") — i/o et T" ~ i/o. et si lim (/(y) = /. alors : lim g(f(x)) = l.
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Démonsiraiwn — Pour s > 0. il existe S > 0 tel que. | ¿/ — ¿/o | < ¿ e t
y GT entraînent (1) \g(y) — l\ < s : d 'autre part il existe ¿i > 0 tel que.
si \x — fO| < ¿i et i G S. on a \f(x) - yo\ < S. D'où \x - XQ\ < Si =>

\ ( n ) ) i \
2.2.11.14. Proposition

Soit / : S —> 31. et soit XQ G -?. tel que 5 ~ xo-

Alors lim f(x) = I si et seulement si pour toute suite (x„ ) d'éléments

de 5 convergeant vers .to. la suite f(xn) converge vers /.

Démonstration — Supposons que lim f(x) = / et soit g = V —• 5 une

suite telle que lim g(n) = XQ-

On a: lim / [g(n)] = 1 c'est-à-dire lim f(x „ ) = l. (2.2.11.13)

Réciproquement supposons que pour toute suite (xn) convergeant
vers x0. la suite (f(xn)) converge vers /. Démontrons (par l'absurde) que
lim f(x) =1.

Supposons le contraire. Alors 3e > 0 tel que pour tout n G I1" il

e x i s t e x n £ S t e l q u e \ x n - x o \ < - e t \ f ( x n ) — l\ > s . L a s u i t e ( x n )
n

ainsi construite converge vers XQ. alors que la suite (f(xn)) ne converge
pas vers /. ce qui contredit l'hypothèse.

2.2.11.15. Exemples

1) Soit f(x) = sin —. x G 3-. — {0}. Montrons que f(x) n 'a pas de
x

¡imite en 0.

Soient les suites (xn). (yn) telles que xn — — et yn = —.

lim x„ = 0 et lim yn = 0.

or f(xn ) = sin m: = 0 => lim

f(yn ) = sin(2n7T + — ) = 1 => lim

d'après 2.2.11.14. f(x) n 'a pas de limite en 0.

2) Soit f(x) = x sin - , x 6 ?. - {0}. Montrons que lim f(x) = 0.

Comme f(x) est paire on peut se restreindre à 31+ — {0}. Or

- 1 < sin - < 1 => -x < x sin - < x. (x > 0)
x x

d'où d'après la proposition 2.2.11.11 lim x sin— = 0.
x-^-0 X
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2.3. Application aux suites
En appliquant les résultats du 2.2 aux suites, on obtient :

2.3.1. Proposition

Soit ( i n) une suite convergente de limite /. alors:

a) / est unique.

b) 3k > 0. 3n0 > 0 : n > n0 =>• \xn \ < k.

c) Si / ¿ 0. 3n0 > 0 : n > n0 => x„ ¿ 0.

2.3.2. Proposition

Soient (xn) et (yn) deux suites convergentes de limites respectives /
et m. Dans ce cas :

lim (xn + yn) = l + m : lim (xnyn) = Im

£ /

lim (\xn) = XI : lim — = — si m ^ 0.
r!-> + cc n-f + cc yn m

2.3.3. Proposition

Soient ( r „ ) , (y„) et (c„) trois suites telles que: 3«o > 0. tel que pour
n > no:xn < zn <yn.

si l im xn = l i m yn =1. a l o r s : l im zn =1.

2.3.4. Suites monotones de nombres réels
2.3.4.1. Définition

Une suite (xn) est dite croissante si xn < xn+j pour tout n > 1.

Une suite (xn) est dite décroissanie si !•„ > xn+i pour tout n > 1.

Une suite est appelée monoione si elle est croissante ou décroissante.

Les suites monotones sont agréables à étudier, car leur convergence
ou leur divergence est facile à déterminer. En fait on a:

2 .3 .4 .2 . Proposition

Une suite monotone converge si et seulement si elle est bornée.

Demonstration — D après la proposition 2.3.1 toute suite convergente
est bornée.

Réciproquement soit (xn) une suite monotone bornée. Supposons
(xn) croissante. (xn) bornée équivaut à dire que le sous-ensemble E =
{x\, 2*2 xn... . } est majoré et minoré. Soit L = sup E. Alors pour
tout n. xn < L.
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D'après la définition de supE, pour tout e > 0, il existe un entier
n0 tel que xno > L - e. Comme la suite est croissante, pour tout entier
n > n0, x„ > L - e. D'où \xn - L\ = L - xn < e pour n > n0 et par
suite la suite (xn) converge vers L.

Un raisonnement analogue s'applique dans le cas où (xn ) est décrois-
sante en utilisant / = inf E.

2.3.4.3. Remarque

Toute suite bornée n 'est pas convergente comme le montre l'exemple
xn = (—1)". Toutefois de toute suite bornée on peut extraire une suite
convergente.

2.3.4.4. Théorème (Bolzano-Weierstrass)

De toute suite bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration — Soi t u n e su i t e [xn).xn G [a,b],a < b, p o s o n s A n =
{xn,xn+1,---}, neN*. Ai DA2 DA3D...An D A n + i • • •

An étant borné, soit bn — inf An ; on a bn < 6n+i, Vn > 1 ; la suite
(bn) étant croissante et majorée, a une limite L.

Comme bn — inf An, Ve > 0,Vn,3?Tì > n tel que xm < bn + s et
xm > bn

Ainsi pour s = 1, 3ni > 1, xni < b\ + 1

pour s = -—, 3n2 > 2nY > m tel que xnn < b2ni + ~—•
¿ni ¿ni

pour s = -—, 3n3 > 2n2 > n2 tel que x„3 < 62n2 + ñ—,
2n2 2n2

pour s = -—, 3nk+i > 1nk > nk tel que xn < b2nk +
2nk ^

L'application k —> nk est strictement croissante.

Comme Iim6n = L, on a :

Ve > 0.3n0 tel que, n > n0 => \bn - L\ < -

Soit ko tel que — < - , et ki > no- Soit ko = sup(fco, ^1) ; pour k > k2,
on a :

nk - L\ < \xnk - b2nk\ + \b2nk ~ L\
1

< + '-, car 2nk > nk > k > k2 > n0

e l i l e
car1 "k ' - 2 2' 2nfc /I- i-2 2'

Par suite (x„k) est une suite extraite de [xn). convergeant vers L.
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2.4. Suites de Cauchy
Une classe importante de suites convergentes dans IR est constituée

par les suites de Cauchy. En fait la propriété pour une suite d'être de
Cauchy caractérise les suites convergentes dans M.

2.4.1. Définition

Une suite (xn) dans IR est dite une suite de Cauchy si et seulement si :

Ve > 0,3no(s), "o(e) G H*, tel que si p, q > n0, alors \xp - xq\ < s.

2.4.2. Propriétés des suites de Cauchy
2.4.2.1. Toute suite (xn) convergente est une suite de Cauchy

En effet si lim xn = l. Soit e > 0, 3no(e) G N* tel que si p, q > n0
Tí —f -f-OC

on a : xp-l\ < - et | i , - / | < '-

D'où:

s étant quelconque, (xn) est une suite de Cauchy.

2.4.2.2. Une suite de Cauchy est bornée dans M

Si (xn) est une suite de Cauchy, alors pour s = 1, 3no(l) G N* tel
que si n > no. on a \xn — x„0\ < 1.

D'où \xn\ < \x„0\ + 1 pour tout n > no.

Si A / = s u p ( | x i | , | K 2 | , • • • , | z n o | . k n o l + l ) i a l o r s \xn\ < M, "in e IT*.

2.4.2.3. Si une suite de Cauchy (xn) admet une suite extraite
(xnk) convergente vers un point l, alors (xn) converge vers /

Soit (xn) est une suite de Cauchy : soit £ > 0, 3no(£) G H* tel que, si

p,q > n0 alors : \xp - xq\ < -.

Supposons que lim xn, = l: 3ko(s) G N* tel que, si k > ko,
fcv + co

xnk — 'I < « • Soit k\ = sup(«o, ko) alors pour n > ki on a :

donc lim 2-n = /.
n—f+ 0O

Les résultats ci-dessous nous permettent d'énoncer l'important critère
de Cauchy pour la convergence des suites de IR.
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2.4.3. Théorème (critère de convergence de Cauchy)

Une suite de nombres réels (xn) est convergente si et seulement si
elle est une suite de Cauchy.

Preuve: si (x„) est convergente, d'après 2.4.2.1. (xn) est de Cauchy.

Réciproquement si [xn) est une suite de Cauchy. elle est bornée
d'après 2.4.2.2.

Mais d'après le théorème de Bolzano-Weierstrass. de la suite (x„). on
peut extraire une sous-suite (xnk) convergente. Donc d'après 2.4.2.3. la
suite (x„) converge vers la même limite que la suite (xnit).

2.4.4. Exemple

Soif la suite (xn) définie p a r :

xi = 1. x2 = 2. • • • ,xn = -(x n_2 + Î , , - I ) pour n > 2.

Cette suite n'est pas une suite monotone. Il est facile de voir que

x n - x n + i\ = - \ x n - x n - i \ : d ' o ù \ x n - x n + 1 \

\X n

„ «• n " - n — 1 | - ^ " " | " - n »-î- i - t - i — O n - 1

D o n c si m > r? > r?o. o n a

< | x n •Tn-l-ll + l^rl + l Xn+7 ~\~ ' ' ' ~\~ \Xm+1 ~ •?m\

1 1 1

9 + + om-n-l ) ^ 9n-2 - 9no-2

Par suite pour 5 > 0 donné, no est tel que ~— < -.

Pour m > n > no on a |xm — J:« | < t. La suite ( j n) est donc une
suite de Cauchy. D'après le théorème 2.4.3. (xn) converge vers xo E 3L
De la relation de récurrence, il résulte que xo = ^(^o + -co), ce qui ne
donne aucune information sur xo.

Pour calculer xo- on peut considérer la suite d'ordre impaire extraite
de ( x n ) .

Jr1 = l . X 3 = l + i . . . . x a n + 1 = l + i + - . . + ^ r ï .

d 'où

J 2 n + 1 = l + - ( l + - - ( - . . . + ; p i - r )
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4 4
Et lim X2n + i = -• D après 2.4.2.3. lim xn = - ,

H-Í- + DC 3 rî-> + ?C 3

2.5. À RETENIR

— Soit / : 5 Ç _-. -» _-. j 0 £ _-.. (5 ~ r0)

lim /(.r) = / <=> V- > 0. 36 > 0 : Vi G 5. \x-xo\ < S => \f(x)-l\ < s.
x—>x0

On notera lim f(x) = / ou lim/ = /.
x —yxo J"o

/ est unique et il existe un voisinage \'a(xo) de xo tel que / est borné
dans \'a(xo) n 5.
Si / ^ 0. il existe l"a(.ro) tel que / ne s'annule pas sur \'a(xo) (15 et
garde le même signe que / sur cet ensemble.
Sous réserve que les opérations soient définies, on a :

lim(/ + g) = l im/ + limg
Xo Xo Xo

\im(fg) = (lim/) (lim/)

( / ) (
X0 Xo

lim/
hm - =xo \g

— Une suite monotone converge si et seulement si elle est bornée.
— Une suite de nombres réels est convergente si. et seulement si. elle
est de Cauchv.

2.6. Exercices

1) Trouver les limites des fonctions suivantes en justifiant dans chaque
cas les calculs

2 o

1.1) l i l ~ 1x~ + ¿a + a-

x\
1.2) lim — et lim

X-S-0+ X x - i - 0 - X

(X + h y x
1.3) hm = ; .

/wo h

2) En utilisant lim = 1. trouver les limites des fonctions sui-
x-i-0 X

vantes :
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sin2a; „ „. ,. sinöx —sin3.c
2.1) hm — 2.2) hm

i-t-o sinj x-t-o x

sinöz sin5z - sin3z
2.3) u m - 2.4) hm

r»o sinz z»o

3) Montrer que lim
' M x>o

4) Soit g une fonction bornée sur 5 C M et / : 5 Ç IR -> IR, telle que
lim f{x) = 0

X^+2^0

Montrer que: lim f(x)g(x) — 0.

5) Pour tout x G M, montrer que lim existe, et trouver la
n-f + oo 1 + n i

limite.

6) (i) Soit b > 1, en écrivant 6 = 1 + c, c > 0, montrer que pour tout
nombre réel B positif, il existe un entier n0, tel que si n > rc0, b

n > B.

(ii) Soit 0 < x < 1. Montrer que lim zn = 0.
n-v + oo

(iii) Étudier le cas (ii) quand —1 < x < 0.

7) Pour quelles valeurs de x la limite suivante existe-t-elle :

xn

fix) = lim ? Donner dans ce cas les valeurs de f(x).
rw + oo 1 + x"

Xn - 1
8) Pour x ú — 1, montrer que fix) = lim existe.

Calculer : / ( I ) , / ( I ) , / ( 2 ) . Que peut-on dire de lim f(x) et lim fix)?
¿ I-*l X—»• — 1

9) Étudier les suites suivantes, et trouver les limites quand la suite
converge.

n n + 1 _. n^ n2 + 1
1) 2)1) zn 2) zn

n+1 n n+1
3) xn = cos ^ 4) xn = ^

5) x\ = y/2 et pour n > 1, £„ = \Ji + zn_i

10) Soient (6r
n) une suite croissante et {Vn) une suite décroissante

telles que lim(Vr
n — Un) = 0. On dira alors que les deux suites sont

adjacentes.

i) Montrer que la suite Wn = Vn — l'n est décroissante et en déduire
que Vn — Un > 0 pour tout n.

11) Montrer que les suites (Un) et (Vn) sont convergentes et ont même
limite.
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Application — Montrer que la suite Un = —- + — -f • • • + — est
1! 2! ni

convergente (on considérera la suite Vn — Un -\ -.)•

2.7. Continuité en un point
2.7.1. Définition

Soit f : S çm.^M,xoe S,
On dit que / est continue en XQ, si et seulement si:

lim fix) existe.
T-*T0

xÇS

2.7.2. Remarque

Si cette limite existe elle ne peut être que f{xo); d'où:

f continue en xo & lim f(x) = f(xo).
x€S°

II résulte des propriétés fondamentales sur les limites établies au § 2
les propositions suivantes :

2.7.3. Proposition

Soit S un sous-ensemble de M. XQ 6 S et / , g : S —Y M continues en

xo, alors f + g. A/, fg, — si g{xo) ̂  0. sont continues en XQ.
9

2.7A. Proposition

Soit / : 5 Ç M -> M, x0 € 5, et g : T Ç M ->• S avec f(S) Ç T ;
si / est continue en xo et g est continue en yo = f{xo), alors g o f est
continue en XQ.

2.7.5. Proposition

Soit f : S Ç R ^ R, x0 € S. f est continue en x0 si, et seulement
si, pour toute suite (xn) convergeant vers x0, la suite (f{xn)) converge
vers f(x0).

2.7.6. Exemples

— f(x) = x est continue en tout point de M,

— fix) = — est continue pour tout i ^ O ,
x
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,, . i s i n - Í ^ O , _
— /(,r) = < .r esf continue sur _-.. — loute traction

(O £ = 0
-P(.r)

rationnelle — est continue en tout point XQ de _-., tei que Q(XQ) ^ 0.
Q ( )

2.8. Propriétés des fonctions continues sur un
intervalle

Lorsque le sous-ensemble S de ?_ est un intervalle, on peut établir
d'importantes propriétés des fonctions continues.

2.8.1. Théorème

Soit / : / C 7. -> ?.. où / est un intervalle de ?. : si / est continue en
tout point de /. alors / ( / ) est un intervalle de ?..

En bref, l'image par une application continue d'un intervalle est
un intervalle. Ce résultat porte aussi le nom de théorème des valeurs
intermédiaires.

Démonsiraiion — D après la proposition 2.1.10. / ( / ) est un intervalle si
et seulement si :

VÎ/Lyi G / ( / ) . y\ < Î/2 => [¡/i.i/2] C / ( / ) .

Soit -. tel que i/i < - < i/o- Comme y\. y? G f(I)- il existe x\. x? G I
tels que yx = /(.ri) et y2 = f(x2)-

Supposons xi < xn (on fera un raisonnement analogue si x\ > xo)-

Soit <6 = (x G [xi..r2]. / ( J ) < ";) : % ̂  0 car J I e cé. t est majoré
par Jo. donc il admet une borne supérieure c et c G [J I .XO]. donc / est
continue en c.

c borne supérieure de Centrarne que

Vn G .V". 3xn G if tel que xn > c
n

la suite (xn) converge vers c. car |xn — c\ = c — xn < —.

n

De f(xn) < •• et lim f(xn) = f(c) ( / continue en c ) on conclut :

/(c) < -. et par suite c ̂  ,r2.

Comme c est la borne supérieure de C6. pour tout x G]c. I J .

/ ( r ) > -, => lim f(x) = /(c) > - ( / continue en c). D'où /(c) = -,.
.r-t-c +
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2.8.2. Corollaire

Soit / : [a.b] —y I?. continue sur [a.b]: si f(a)f(b) < 0. il existe au
moins un point x G]a. b[. f(c) = 0.

Lorsque l'intervalle I est fermé et borné c'est-à-dire de la forme / =
[a.b]. a <b on a en outre le théorème suivant :

2.8.3. Théorème

Soit / : [a, 6] - 4 ? . . o < i . a i £ 5,. Si / est continue en tout point
de [a.b]. alors / est bornée sur [a.b] et atteint sa borne supérieure et sa
borne inférieure.

Démonstration — Montrons d'abord que / est bornée sur [a.b]. c'est-à-
dire qu'il existe un nombre M > 0 tel que | / ( . r ) | < M \/x G [a. 6].

Si ce n'était pas le cas. pour tout n G I'1". il existerait xn G [a. b] tel
q u e \f(xn)\ > n.

D e l a s u i t e b o r n é e ( x n ) . o n p e u t e x t r a i r e u n e s u i t e (x„k) c o n v e r g e n t e
v e r s L G [a.b]. C o m m e / e s t c o n t i n u e e n L e t (x„k) —> L . a l o r s

/ (*„*)->/( ! ) .

Soit ; > 0. 3A-0. tel que

A->A 0 . =>\f(x„k)-f(L)\ < - U )

Mais de | / ( x n ) | > n. pour tout n. on tire

l /(*nJ - /(£)l > I I / K J I - | / ( I ) | | > |n* - C| où C = | / ( I ) |
(2)

Donc pour k > ko. |n/,. — C\ < s. c'est-à-dire n^ < C + s pour A- > Ao. ce
qui est absurde puisque lim ru- = +3C. Donc / est bornée sur [a. 6].

k-^ + cc

S o i t Q = s u p f(x). D o n c p o u r t o u t n G I 1 * il e x i s t e ;„ G [a.b].
•r€[a b]

/ ( ; „ ) > n - i et / ( ; „ ) < a . D'où

Vn G P " . | / ( C , 7 ) - Q | < ^ (3)

la suite (;„) étant bornée, il existe une suite extraite (z„k) qui converge
vers / G [a.b].

Comme / est continue en / et znk —y l. alors / ( r n f c ) —> / ( / ) . D'après (3).
la suite f(z„) converge vers Q.

Comme f(znk ) est une suite extraite de la suite f(zn). j{znk) converge
aussi vers Q.

De l'unicité de la limite, il résulte que Q = / ( / ) .

Pour démontrer que / atteint sa borne inférieure, on peut appliquer
le raisonnement précédent à la fonction ( —/) .
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2.8.4. Remarque

Les propriétés énoncées dans les théorèmes 2.8.1 et 2.8.3 peuvent être
vérifiées par une fonction sur un intervalle, sans que celle-ci soit continue
sur cet intervalle, comme le montre l'exemple suivant :

f : [0,2] ->M définie par:

/(*) = !
K ' \ x - l Kx<2

f est bornée sur [0, 2], atteint sa borne supérieure 1 et sa borne inférieure
0, ainsi que tout nombre compris entre 0 et 1, sans être continue sur [0, 2]
(f n'est pas continue en 1).

2.9. Continuité uniforme
Convergence uniforme

2.9.1. Continuité uniforme
2.9.1.1. Définition

Soit / : [a, 6] C ffi —> K continue. On appelle oscillation de f sur [a, b]
et on note u>(f, [a, b]) la différence M(f) - m(f), où M(f) et m(f) sont
respectivement les valeurs du maximum et du minimum de / sur [a,b].

«( / , [a,b]) mesure donc la longueur de l'intervalle f([a,b]).

2.9.1.2. Remarque

Si [c, d] C [a, b], alors -;(/, [c, d}) < u(f, [a, 6]).

Ce qui est remarquable pour une fonction continue sur [a, 6], c'est
qu'on peut trouver un découpage de [a, 6] en un nombre fini de sous in-
tervalles [c,, di] tel que tu(f, [c¿, d,-]) soit arbitrairement petite pour tout i.
Ce résultat qu'on établira ci-dessous sera employé par la suite pour mon-
trer qu'une application continue sur [a,b] est integrable sur [a,b].

2.9.1.3. Théorème

Soit / une fonction continue sur [a, b]. Pour tout s > 0, il existe un
découpage de [a, 6] en nombre fini de sous-intervalles tel que l'oscillation
de / sur chacun des sous-intervalles est plus petite que s.

Preuve — Si la propriété du théorème 2.9.1.3 n'a pas lieu, il existe
£0 > 0, tel que Vn G N*, dans le découpage de [a, b] en sous-intervalles
de longueur -~^, il existe au moins un sous-intervalle [xn,yn] tel que
ui(f,[xn,yn]) > £0-

Donc 3e0 > 0, et deux suites (xn) et (yn) de [a, 6], tel que si n 6 F?*

Vn - Vn\ < - et !/(*„) - f{yn)\ > e0. (1)
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La suite (xn) étant dans [a, b], d'après le théorème de Bolzano-Weier-
strass (2.3.4.4) il existe une suite extraite (xnk) de (xn) qui converge vers
le [a, b].

D'après (1) la sous-suite (ynk) converge aussi vers /. Comme / est
continue au point /, les suites ( / (x n j ) et {f{ynk)) convergent vers /(/)
et donc pour k assez grand

Ce qui contredit la seconde inégalité de (1).

Le théorème 2.9.1.3 peut aussi s'énoncer de la façon suivante:

2.9.1.4. Théorème

Soit / : [a,b] -> M continue sur [a,b]. Pour tout s > 0, il existe
S (s) > 0, ne dépendant que de s, tel que pour tous x et x' de [a, 6]
vérifiant \x - x'\ < 5, on ait :

\f(x) - f(x')\ < e.

D'où la définition suivante :

2.9.1.5. Définition

Soit / : / C M —¥ M, / intervalle de M. On dira que / est uniformément
continue sur / si et seulement si :

Vs > 0, 3S{e) > 0, tel que Va:, x' e I,\x - x'\ <6 => \f(x) - f(x')\ < s.

2.9.1.6. Remarques

1) Les théorèmes 2.9.1.3 ou 2.9.1.4 expriment que toute fonction
continue sur un segment [a,b] est uniformément continue sur [a,b].

Soit / : / C M —¥ M, I intervalle de M. Pour montrer que / n'est pas
uniformément continue sur / , il suffit de montrer qu'il existe eo > 0, et
deux suites (xn) et (yn) de / tels que pour tout n G N*

xn-yn\<- et \f(xn)-f{yn)\ > e0.n

2) Exemples

a) f[x) = 2x est uniformément continue sur M.

En effet \f(x) - f(y)\ = 2\x - y\. Pour s > 0, il suffit de prendre

b) fix) = — n'est pas uniformément continue sur ]0, +oo[.
x

En effet, soit e0 = - et (xn) et (y„) les suites de ]0, +oo[ définies par :

x„ = —— et yn = -, nGN*
n + 1 n
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on a :

Donc d'après 2.9.1.6. 1) f(x) = - n'est pas uniformément continue
x

sur ]0,+oc[.
On pourra montrer à titre d exercices que pour tout nombre a > 0.

f(x) = - est uniformément continue sur [a.+Dc[.
x

2.9.2. Suites de fonctions. Convergence uniforme
2.9.2.1. Définition

Soit (/„) une suite de fonctions définies sur un ensemble D C ?.. à
valeurs dans ?.. On dira que la suite (/„) converge sur D. vers une fonc-
tion / . si pour chaque x £ D. la suite de nombre réels (fn(x)) converge
vers f(x). La fonction / s'appelle la limite sur D de la suite (/„) et on
note

/ = lim (/„) sur D

OU

2 .9 .2 .2 . Exemples

1) La suite (fn ) définie par fn(x) = ^ converge sur ?. \rer.s la fonction
nulle x —» f(x) = 0 pour tout x 6 ?..

2) Soit D = [0.1] ; ¡a suite (/„ ) définie sur D par /„ (x) = xn , converge
sur D vers la fonction f définie par :

1 SI X = 1

'1 ,

X" ~r 71X

3) D = ?.. la suite (/„ ) définie par f„(x) = . converge sur D
vers la fonction f : x —¥ x pour tout x G .A.

4) D = ?. la suite (/„) définie par fn{x) = converge sur
n

£> vers ia fonction nulle.

La définition 2.9.2.1 est équivalente à la définition suivante:

2.9.2.3. Définition

Une suite (/„) de fonctions sur D C ?.. converge vers une fonction /
sur D. si et seulement si :
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Pour tout £• > 0, et pour tout x £ D. il existe un entier naturel
(s.x) dépendant de x et de s tel que pour tout entier n > no(s.x)

on a :

on dit alors que (/„
\fn(x)-f(x)\<£.

converge simplement sur D vers / .

2.9 .2 .4 . Remarques

1) L'entier no in fer ven an f dans ia définition 2.9.2.3 dépend en générai
de E et de x.

Ainsi en appliquant ¡a définition 2.9.2.3 à la convergence des suites
de 2.9.2.2, on verra que no dépend effectivement de x et de s pour ¡es
exemples 1). 2) et 3) alors que dans l'exemple 4). l'entier no peut être
choisi de manière à ne dépendre que de z.

2) Si /„ —>• / sur Í) C ?. et si pour tout n, fn est continue sur D,
la limite f n'est pas nécessairement continue sur D. comme le montre
l'exemple 2.9.2.2.2).

Une condition suffisante pour que la limite f d'une suite (/„) de
fonctions continues sur D C ?., soit continue sur D est que. pour tout
z > 0, le graphe de fk sur D. pour k assez grand, soit compris entre les
graphes de f — e et f + e.

/ - e

FIGURE: 2.2

Cette propriété est précisée par la définition suivante :

2.9.2.5. Définition

Une suite (/„) de fonctions sur D C ?- à valeurs dans 3 , converge
uniformément sur D. vers une fonction / si et seulement si :

Pour tout s > 0. il existe un entier naturel no(s) (dépendant unique-
ment de c). tel que tout entier n > no et tout x G D on a :

2.9 .2 .6 . Remarques

Si (/„) converge uniformément sur D vers / , alors (/„) converge
simplement sur D vers / . La réciproque n'est pas vraie en général comme
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on le voit sur les exemples 2.9.2.2,1), 2.9.2.2,2) et 2.9.2.2,3), en utilisant
la proposition suivante :

2.9.2.7. Proposition

Soit (/n) une suite de fonctions convergeant simplement vers / sur
D. (fn) ne converge pas uniformément sur D vers / , si et seulement si :
il existe £o > 0, une suite extraite (fnk) de (fn), et une suite (xk) de D
telles que :

\fnk{xk) - f(xk)\ > £o pour tout k € N.

Preuve — D'après la définition 2.9.2.5, (/„) ne converge pas uniformé-
ment vers / sur D, si et seulement si : il existe e0 > 0, tel que pour tout
entier no, il existe un entier n > no et xno G D tels que :

\fn(Xn0) -/(-Cno)l > £0 •

Ainsi pour n — 1. il existe ni > 1 et x\ E D tel que

Pour n = sup(2, 2ni), il existe n-¿ > n et x-2 E D tel que

\fna(x2)-f{x2)\>eo.

On construit ainsi une suite (fnk) extraite de (fn) et une suite
de D telles que :

\fnk(xk)-f(xk)\>s0.

Réciproquement il est clair que si la condition \fnk{xk) — f(xk)\ > So
pour tout k E N est vérifiée, la convergence n'est pas uniforme.

2 .9 .2 .8 . Exemples

1) Pour ¡'exemple 2.9.2.2, 1) si on prend So = -, nk = k et xk = k,

alors fk{xk) = 1 et \fk(xk) - f{xk)\ = |1 - 0| = 1 > - .

Donc ¡a suite (fn) de ¡'exemple 2) ne converge pas uniformément sur
M, vers ¡a fonction f, f{x) = 0 , Î Ê 1 .

2) Pour l'exemple 2.9.2.2,2), si on prend e0 = —, nk = k et xk =
rò

2 ) > aìors

donc la convergence n'est pas uniforme.

3) Pour l'exemple 2.9.2.2,3) si on prend e0 = l, nk = k, k > 1
xk = k alors

\fk(xk) - f(xk)\ = Ar > 1.

par suite la convergence n'est pas uniforme.
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4) Par contre pour l'exemple 2.9.2.2,4) on a

\fn(x) - f(x)\ < ^ V z e E .

Donc pour tout s > 0, si on choisit «o tel que — < s, alors pour
no

n > n0

\fn{x)-f{x)\ <-< — <s. VzeM
n n0

et dans ce cas la convergence est uniforme.

Le théorème qui suit exprime que la convergence uniforme d'une suite
de fonctions continues suffit à assurer la continuité de la fonction limite.

Autrement dit, si (/„) converge uniformément sur D C S vers / .
et si les fonctions fn sont continues sur D, alors / est continue sur D
c'est-à-dire pour tout x G D

lim ( lim fn(x) = lim ( lim fn(x))
n-+ + oo \x—Ho J i - t ro n—v + oo

On verra un phénomène analogue quand on étudiera la convergence des
suites de fonctions dérivables.

2.9.2.9. Théorème

Soit (/„) une suite de fonctions continues sur D C K, qui converge
uniformément sur D vers / . alors la fonction / est continue sur D.

Preuve — Supposons que (/„) converge uniformément vers / . Soit s > 0

3 n o 6 l ! : V n > n 0 \fn{x) - f(x)\ < £-\/x G D.
O

Soit XQ E D. Comme fno est continue en XQ, 3a > 0 : \x — x\ < a =$•

\fno(x) - fno(x)\ < 6-.

Soit maintenant x £ D tel que \x — xo\ < a ; on a alors

\f(x) - f(xo)\ < \f(x) - /n o(*) | + |/no(ar) - /„0(Î:O)| + \fno(x) - f(xo)\

/ est donc continue en XQ. JO étant un point arbitraire de D, il en résulte
que / est continue sur D.

2.9.2.10. Remarque

La convergence uniforme d'une suite de fonctions continues est une
condition suffisante, mais non nécessaire, pour assurer la continuité de
la fonction limite. Ainsi dans les exemples 2.9.2.2.1 et 2.9.2.2.3 les suites
de fonctions continues ne convergent pas uniformément, alors que leurs
limites sont continues.
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2.10. À RETENIR

Soit / : 5 C - - . -> •? - .

f(S)

[a.b]

i)

n)
iii

Si 5 est un intervalle, et / est
est un intervalle.

Si S = [a.b]. a < b . a . b e 2 .
alors :
f([a, b]) est bornée.
/ atteint sa borne supérieure

continue en tout point de S. alors

e t / est continue en tout point de

M et sa borne inférieure m.
) pour tout y G [m. M], l'équation

admet au moins une solution dans
iv

nue.

) / est uniformément continue

= y

a.b]

sur

La limite uniforme d'une suite de

en x

[a.b].

fonctions continues, est conti-

2.11. Exercices et problèmes

1) Les suites suivantes sont-elles convergentes:

(-1)"
a) xn = -n. Vn > 0.

n + 2 -

b) xn = ~— où P est un polvnôme de degré p et Q un polvnôme
Q(n)

de degré q. xn est défini pour ?¡ assez grand.

c) U n = t

2) Soient (['„), l£;;. et (!'„)„€::• deux suites de nombres réels telles
que la suite [UnVniney,* converge. Les suites ( r n )„ e ; ; . et (V"n)ne;-. sont
elles convergentes?

3) Soient (fT„)„e-> et {V„)ne:'r deux suites de nombres réels. On
suppose que Un est bornée et que lim V„ — 0. La suite (l'n^'n)n€':'

n—t + oz

admet-elle une limite quand n tend vers +DC.
4) Soit (f„)„e;;. une suite de nombres réels strictement positif. On

suppose que lim —-— — L > 0. Soit s tel que 0 < s < L.

Montrer qu'il existe a > 0. b > 0 et k G Iî tels que :

n > k => A(L - e)n < xn < B(L + s)n
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En déduire que lim ^/i~ü = L.

5) Soient ai et 61 deux nombres réels tels que 0 < ai < 61. On
considère les suites (an)ng;;« et (&n)ng:> définies par:

0,1+1 = ydnbn et 6n + 1 = -{an +bn).

a) Montrer pa r récurrence que Vn. an <bn.

b) Mont rer que les suites ( a n ) n g : > et ( 6 n ) n g ; > convergent vers la
m ê m e l imite .

6 ) Soit ( u n ) n > i une suite de n o m b r e s réels définies p a r : u\ = —2.
2 u n - i " . _

un = —Í pour n > 2.

U n - l + 3

a) Montrer que un > —2. Vn G P".

b) Montrer que les un sont alternativement négatifs et positifs.
c) Établir que chacune des suites partielles (unp) et (uop+i) est mo-

notone et montrer que ces suites partielles convergent.

d) La suite (un)n>i est-e'le convergente9

7) a) Soient deux suites (jn)ng:;* et (j/„)„e;>. On suppose que la
suite (yn)ne::' est croissante et tend vers +yz.

Montrer que si lim — — existe, il en est de même pour l'exis-

tence de lim — et de plus on a :

lim — = lim — — (théorème de Stolz).
n-^ + ̂ c (/„ n-> + ̂  yn - yn + 1

b) Appliquer ce résultat à l'étude de la suite r si la
n

suite on admet une limite.

8) E(x) désignant la partie entière de x. soit la fonction

a) Montrer que / est périodique de période égale à 2.

b) Montrer que / est continue sur I?. — Z.

c) Montrer que / est discontinue en tout point A- G Z.

d) Faire la représentation graphique de / .

9) Soit h : 7- ->• ^

, , , i l si x G ~
x i->- h(x) = <

0 sinon.
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h est-elle continue?

10) Soit g :3.-»-R

Montrer que / est continue au point XQ = \ et est discontinue en
tout autre point x distinct de \.

11) La fonction g : S —> S

, I x2 sin — si x -i 0
•r M- 5(ar) = < a-3

[ 0 si x = 0
est-elle continue?

12) Une application / : / — » • E, définie sur un intervalle / de X, est
dite lipschitzienne s'il existe k > 0 tel que :

Montrer qu'une application lipschitzienne est uniformément continue.

13) Soit a £ 5 , o ^ 5- E{u) désignant la partie entière de u, on
considère l'application / : S —> F.

x —>• x — aE -

a) Déterminer les points de discontinuité de / .

b) Soit / la restriction de / à Q. Faire une représentation graphique
de / . Montrer que / est injective.

c) On note J = f(Q). L'application f~l : J —>• Q est-elle continue?

14) Soit / : [a, b] —» [a, 6] une application continue. On suppose qu'il
existe k G M. 0 < k < 1, tel que :

Soit c G [a, 6]. On considère la suite (xn)n^ définie par :

x 0 = c, xn+i = f(xn). Vn G r?.

a) Montrer que |xn+i — xn\ < k" \x\ —

b) Montrer que {xn)n^ est une suite Cauchy.

c) En déduire qu'il existe un unique point x G [a, 6] qui vérifie l'égalité
/(*) = *.
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15) Soit P{x) un polynôme de degré n,

P{x) = a„xn + . . . + O0.

tel que aoan < 0.

Montrer qu'il existe au moins XQ G ffi^j. tel que /(zo) = 0.

16) Soit f(x) = tgx, on & f Í —J = 1 et / ( —- ) = - 1 alors qu'il

n'existe pas de £ £ [ f i^ 1 ] tel que f(x) — 0. Expliquer pourquoi ce
résultat ne contredit pas le théorème des valeurs intermédiaires.

17) Soit / : [0,+oo[—> M une fonction continue. On suppose que
lim /(*) = /.

a) Montrer que / est bornée.

b) Si de plus / < /[0) , démontrer l'existence d'un point de c G [0, +oo[
où / atteint son maximum.

18) Soient a > 0 et c > 1, tels que 0 < a < c. En considérant la
fonction / (z) = z", n > 0, montrer qu'il existe b G]0,1[ tel que f(b) = a.
En déduire que pour tout n G N*, et a G M .̂ il existe un unique réel
b > 0, tel que bn — a. Si n est impair et a < 0, montrer qu'il existe un
unique réel 6 < 0 tel que 6" = a.

19) On dit qu'une racine réelle d'un polynôme f(x) a été isolée, si on
trouve un intervalle [a,b] ne contenant que cette racine et pas d'autres.

En vous aidant du théorème des valeurs intermédiaires, isoler les
racines réelles des polynômes suivants, chacun ayant exactement quatre
racines.

(i) ixA - 2x3 - 36z2 + 36ar - 8 = 0

(ii) 2x4 - 14ar + Hx-l = 0.

20) i) Soit / : [0,1] -»• M, continue sur [0,1] telle que 0 < f(x) < 1,
pour tout a: G [0, l|.

Montrer qu'il existe au moins un point c, tel que /(c) = c (appliquer
le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction g(x) — f(x) — x).

ii) Soit / : [a, b] -»• M, continue sur [a, b] telle que fia) < a et f(b) > b.
Montrer qu'il existe un point XQ G [a, b], tel que /(zo) = zo-

21) Soit £ l'ensemble des fonctions définies sur [—1,1], qui vérifient
la relation :

x2 + f(x)2 = i, V i e [-1,1]

a) Trouver deux fonctions /o et f\ appartenant à $ et qui sont conti-
nues sur [—1, 1].

b) Trouver une fonction g G S qui s°it non continue.

c) Montrer que toute fonction / G S e s t continue aux points +1
et - 1 .

d) Soit h G 5 une fonction continue sur [—1,1]. Montrer que h(0) > 0
implique h(x) > 0 pour tout z G [-1 , !]•
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e) En déduire que les seuls éléments de -5 qui sont continus sur [—1. 1],
sont les deux fonctions trouvées à la question a).

22) Soit / : [ a i ] c S - t 5 . , on dira que / est convexe sur [a. b) si et
seulement si

V.r. x' G [a. 6], Vi G [0.1] on a:

f(fx+(l- t)x') < tf(x) + (1 - t)f{x'). Pour x0 €]a. 6[, on considère la

fonction: ^ ( ^ r ^ - ^ ) .
X — XQ

i) Montrer que çXo est croissante sur / — {xo}.

ii) En déduire que lim Çro(x) et lim y>ro(j) existent, et

lim.

iii) En déduire que / est continue en tout point de ]a.b[.

23) On considère les suites (/„) définies sur D = (x £ ^?.:x > 0) à
valeurs dans IF. par les formules suivantes :

a ) — b) — c) — ^ - d ) - e - " .
1 + xn n + x" 1 + x2n n

Étudier la convergence simple et la convergence uniforme de ces
suites.

24) Soit (/„) une suite décroissante de fonctions continues sur un
ensemble D C IF. à valeurs dans 7. :

/ î ( - c ) > M x ) > • • • > f n ( x ) > fn + i { x ) > • • • p o u r t o u t x G D .

i) Si lim fn(c) = 0. pour c £ D. Montrer que pour tout s > 0. il
D-+ + 3C

existe m £ I! et un voisinage [" de c, tels que si n > m et x G [* (~1 D.
alors fn(x) < e.

ii) En déduire la propriété suivante due à Ulisse Dini. Si une suite
monotone de fonctions continues converge en chaque point d'un intervalle
[a. 6] de 5. vers une fonction / continue, alors la convergence est uniforme
sur [a.b].

25) Démontrer le résultat suivant dû à Georges Pôlya. Soit (/n) une
suite de fonctions définies sur un intervalle I[a. b] de 31 à valeurs dans ?..
On suppose que :

— pour tout n G IT, fn est une fonction décroissante sur / .

— la suite (fn) converge ponctuellement sur / vers une fonction f(x)
continue sur / .

Montrer que la convergence est alors uniforme sur I (on ne suppose
pas que les /„ sont continues).
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Problème

26) Approximation uniforme d'une fonction continue par
une suite de polynômes

Soient m, n deux entiers tels que 0 < m < n. On pose :

n

m
xm(l-x)n~m.

m m\(n

1) Montrer que les polynômes In,m{x) vérifient les propriétés sui-
vantes :

(1 )

n

(2) ^ ml„tm(x) = nx.
m = 0

n

Si / : [0,1] —¥ _-••_. le polynôme de Bernstein de degré < n associé à /
est :

L'objet de ce problème est de démontrer que si / est continue sur [0, 1]
la suite des polynômes Bn(x) converge uniformément sur / vers / . On
suppose donc que / est continue sur [0, 1].

2) Montrer que : Vî > 0. 36 = S (s) > 0. tel que :

| J I - x2\ < S. implique \f(xi) - / ( x 2 ) | < ~ pour tous xi. x2 de [0. 1].

3) Pour n fixé, on considère :

f(x)-Bn(x)= - / ( ™ )]/„,„,(*) (1)

on décompose la somme S du deuxième membre de (4) en deux sommes
Si et S2 définies ainsi

pour Ei . m prend tous les entiers m. m < n tels que

pour S2. m prend tous les entiers m. m <n tels que

3.1) En utilisant 2) montrer que |Ei | < f.

3.2) On pose .1/ = sup |/(.r)|.
0<r<l

m
n
m

x
n

> S.
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Montrer que :

ínr — ml2 T r

(n.r — m)2

En déduire, en utilisant la relation (3) de 1) que:

IE l< —1 2| - 2n62

3.3) En utilisant 3.1 et 3.2 montrer que \f(x) - B„(x)\ < e si n >
M

-:2 pour tout x G [0,1].

3.4) En déduire le théorème d'approximation de Weierstrass: toute
fonction continue sur un intervalle fermé et borné de IR, est limite uni-
forme d'une suite de polynômes.

27) Soit (/„) une suite de fonctions définies sur une intervalle / . On
dira que (fn) est uniformément de Cauchy sur / , si

Ve> 0, 3n0 G N, tel que, Vn ,m> n0, Va? G /, | /m(x) - fn(x)\ < e.

Montrer que fn converge uniformément si et seulement si elle est unifor-
mément de Cauchy.

28) 1) Soit h :]0, +oo[—• IR une fonction qui vérifie la relation

h(xy) = h(x) •

Montrer que h est identiquement nulle.

2) Soit h : [0,+oo[—¥ IR une fonction non identiquement nulle qui
vérifie la relation (*) de 1).

a) Montrer que h est continue sur ]0, +00[ si et seulement si elle est
continue au point x = 1.

b) Montrer que /i(l) = 0 et que si x > 0, et r G Q, alors h(xr) =
rh(x).

Indication — On montrera le résultat d'abord si r G Z, puis l'on établira
le résultat si

r = - G Q, en remarquant que x = (x~«)q.

c) Montrer que s'il existe un intervalle ouvert non vide / tel que
h(x) > 0 pour tout x G I, alors h est strictement croissante et continue.

d) Montrer que si h est continue alors o n a : / i ( i ) > 0 si x > 1, et
h(x) < 0 si x < 1.
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c) Soit b > 1. Montre qu'il existe au plus une fonction continue h sur
]0. +oc[ vérifiant (*) et telle que h(b) = 1.

29) Soit [a. 6] un intervalle de ?„, c un point de [a,b]. Soient

/ i : [ a , c ] — * R et / 2 : [ C , & ] _ » R

xi—> a\x + i3i xi—> a2x + (3?

deux applications affines telles que /i(c) = fï(c).

Soit l'application / : [a, b] —> K.

SI X -^ C

a) Soit u € [a,c]. v £ [c, 6]. Montrer que

\f[u) - f(v)\ < max(|Qi|, |Q2 |) \U - v\

et en déduire que / est lipschitzienne (voir exercice 12).

b) On dit qu'une application continue / : [a.b] —> M est affine par
morceaux s'il existe une subdivision a — XQ < x\ < ... < xn = b telle
que la restriction /, de / à chaque intervalle [xl: £¿+i] soit une application
affine. Montrer que si / est une application affine par morceaux, alors
elle est lipschitzienne.

c) Soit g : [a.b] —» F: une application continue.

En utilisant le fait que / est uniformément continue, prouver que :
Vn > 0. n e M, il existe une fonction affine par morceaux ~pn telle que :

\f(x)-<pn(x)\<^ V i e [a. 6].

Problème

30) Fonction à variation bornée
Soit / : [a, 6] —> IR une application. Pour toute subdivision P = (a =

x0 < xi < • • • < xn - b) de [a, 6], on pose V)(P) = ^ \f(xk) - /(*fe-i)|-
k = l

On dira que la fonction est à variation bornée s'il existe M > 0 tel que,
pour toute subdivision P de [a, b], on ait : V¡{P) < M.

On note Vf,([a,6]) l'ensemble des fonctions à variation bornée sur
[a.b]. On pose V) = sup{V}(P). Psup de [a. 6]}.

1) Montrer que Vf = 0 <=> / = constante.

2) Soit P = (a < x0 < xi < • • • < xn = b) et

Q = (j/o = a < ••• < y m = b) t e l q u e { x o . x i , • • • x n } C {^o • • • , 2 / n } -
M o n t r e r q u e Vpf < Vçf.
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3) Si / £ T f>([a. 6]). montrer qu'il existe une suite (P n) n g ; ; de subdi-
vision de [a.b] telle que \'~(f) = l im ìp (/).

4) Montrer que si / est croissante, alors / G \ ¿([a. è]) et \'(f) =
f(b) — / (a ) . En est-il ainsi si / est décroissante?

5) Montrer que si / est lipschitzienne de rapport m. alors

/ G U([a.&])et Yf < fm(b-a).

6) Montrer que la fonction / : [0. 1] —> ?.

n'est pas à variation bornée sur [0.1]. Montrer que la fonction g : x —>•
xf(x) est continue mais n'est pas à variation bornée.

7) Montrer que si / G Vb([a.b]) alors \f(x)\ < f(a) + V(f) VJ G [0.6].

8) Montrer que si / G U([a.&]) et r̂ G rb([a.6]). alors / 5 G r6([a.6]).

En est-il de même pour le quotient ¿.

9) a) Soit / G \'b([a.b]). On considère sur [a.b] la fonction / définie
par fi(x) = \'f[a.x], f(a) — 0. Montrer f\ est croissante.

b) soit fn : x —> /si-r) = /i("f) — /(-i1)• montrer que / est croissante.

c) Déduire de a) et b) le résultat suivant :

Théorème — Soit / : [a. 6] —>•!?. une application : / est à variation bornée
si et seulement si / est la différence de deux fonctions croissantes.



Chapitre 3 : DIFFERENTIATION

Introduction

Le concept central du calcul différentiel est la notion de dérivée, qui
trouve son origine dans un problème de géométrie : déterminer la tan-
gente en un point d'une courbe.

Le problème s'est imposé à Fermât, mathématicien français, qui cher-
chait à déterminer les maximums et les minimums de certaines fonctions.
Il s'est alors aperçu qu'en ces points, les fonctions ont des tangentes hori-
zontales. D'où la recherche de telles tangentes, et d'une manière générale
la recherche d'une tangente en un point quelconque d'une courbe. Ce pro-
blème fut résolu au XVIIe siècle par Newton et Leibniz en introduisant
la notion de « pente » en un point d'une courbe, qui. dans le cas où la
courbe est donnée par une équation y = f(x). définit la dérivée de / en
ce point. La notion de dérivée permet d'améliorer le problème d'approxi-
mation abordé dans le chapitre 2. en approchant une fonction / par une
fonction affine au voisinage de XQ. X —>• ax + b telle que axo + b = f(xo)'-
c'est-à-dire une fonction affine de la forme x —>• a(x — x0) + f(xo). le
meilleur choix s obtient en prenant, a égal à la dérivée de / en XQ. On
abordera la définition de la dérivée, à partir de la notion de tangente:
ce qui est plus parlant et plus conforme au point de vue historique.

Le concept de dérivée est peut être le plus fabuleux des mathé-
matiques : ses applications se trouvent tout autour de nous dans notre
vie quotidienne: vitesse d'un avion ou d'une voiture: partout où il y a
mouvement sans choc. Il permet de transformer certains problèmes en ce
qu'il y a de plus simple: les fonctions linéaires, les problèmes linéaires,
ceux que l'on sait résoudre.

3.1. Tangente en un point
d'une courbe plane

Soit & le plan affine rapporté à un repère orthonormé (O.T.J). Soit
)7?o = ( x o . y o ) G y .

On dira qu'un point m — {x.y) de ¿? approche m o à s près si la
longueur du vecteur rnorti. notée ||mö7^|| est inférieure à î . soit :

- x0)
2
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Si 5 est un sous-ensemble de 2?. On dira que 5 est arbitrairement
voisin de mo et on notera S ~ mo, si et seulement si :

Ve > 0, 3m e S. tel que, ||mô"nfc|| < s.

3.1.1. Définition

Soit / : 5 c 2? —>• 3 , moÊ ¿^ et S ~ mo. Le symbole

lim firn) = A. A € M signifie :
m-*m0

mes

Ve >. 3Q > 0. tel que, ||mö7#|| < Q => \f[m) - A| < s.

On dira que /(m) tend vers A quand m tend vers mo en restant dans S.

3.1.2. Remarque

De ¡a double inégalité:

< s u p ( | a | , | 6 | ) <

valable pour tous a, b de S, on conclut : si ||morA|| < a alors \x — XQ,\ < a
et \y - yo\ < a où m = (x,y) et m0 — (xo,yo).

De même si \x - xo\ < a et \y - yo\ < a alors ||mO"^|| < y/2a. Par
suite :

lim f(m) = A <̂ => Ve > 0. 3Q > 0 tel que,
m—ymo

(\x - xo\ < a et \y - yo\ < a) =ï |/(m) - A| < e.

Soit F une courbe de 2? et ÎUQ € F, tel que T — {mo} ~ mo. Pour tout
m 6 F — {mo} on note Pma{m) la pente de la droite passant par m et
mo : on définit ainsi une application :

Pmo : r
m M- Pmo{m)

Si Pmo(m) admet une ¡imite quand m tend vers mo en restant dans
r - {m0}, cette limite notée Pmo(T), s'appelle pente de T en m0 et
la droite passant par m0 et de pente P m o ( r ) , s'appelle tangente de T
en mo-

3.1 .3 . R e m a r q u e

1) Cette définition n'implique nullement que la tangente « touche
T seulement en un point.
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tangente

FIGURE: 3.1.3.A FIGURE: 3.1.3.B

m0 tangente

FIGURE: 3.1.3.C

2) Exemple

Soit r = {(x,y) E ¿*, y = x\ x e K}. Calculons Pmo{T) où m0 =
(1,1). Soit m = (l + h,{l + h)2) un point de T - {mQ}. Pmo{m) =

^1 + 7 ~ 1 = h + 2. m^ = (h.h{h + 2)). Montrons que Pmo{T) = 2.
h

Pour cela d'après 3.1.2. on doit montrer que:

Vs > 0, 3Û > 0 tel que (\h\ < a et \h\ \h + 2| < a) => \h+2-2\ = \h\ < e:

il suffit de prendre a = s.

La courbe T admet comme tangente en TTIQ la droite A d'équation
y = 2x — 1. On remarquera que l'équation de A est reliée à la fonction
f(x) = x2 par la relation :

f(x) - (2x - 1) = s(x)(x - 1) où lim e(x) ~ 0 (1)

Autrement dit pour x assez voisin de 1, 2a; — 1 est une valeur appro-
chée de f(x). En fait la relation (1) caractérise l'existence d'une tangente
en un point d'une courbe définie par une équation y = / (x) .
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3.1.4. Théorème

Soit F la courbe représentative dans J2 de la fonction / : / —>• ~?., où
/ est un intervalle ouvert de 7, et mo = [¿o- /(¿o)) un point de F.

F admet une tangente en m o si et seulement si. parmi les droites
passant par IDQ, il en existe une notée A. d'équation y = T(x). telle que :
f ( ) T ( ) ( ) ( ) f i dfii d

p
f(x) — T(x) = sXo(x)(x —

ii d ( f
où

q y () q
est une fonction définie dans un) o) ) o

voisinage de XQ (sauf éventuellement en xç>) avec lim sXn(x) = 0. A est

unique et constitue la tangente de F en mo- La pente de A. notée f'(xo).
s'appelle la dérivée de / en Î-O-

Démonstration

F admet une tangente en lim PmAm) - A. A G _-.:

où Pm (m) = avec m = (x.f(x)) -í rao. Par suite:
x - x0

Vî > 0. 3a > 0. tel que (\x - xo\ < a et \f(x) - f(xo)\ < a)

_ f ( x ) - f ( x 0 )
X - XQ

- A

- A
x - x0

z <^> \f(x) - f(x0) - X(x - f o ) | < s\x - xo\

\f(x)-f(io)\<(\ (2)

(2) entraîne que / est continue en ^o- Par suite pour a > 0. 3-> > 0. tel
que :

\X- X0\ <~. => \f{x)-f(xO)\ < Q.

Donc si \x — xo\ < S avec S = inf(Qo)- o n a \x ~ xo\ < Q et

\f(x)-f(xo)\<a d o ù

f(x)-f(x0)
x - x0

- A < s.

Par suite :

lim Pmo{m) = A => lim = A
f —

ce qui entraîne en particulier que A est unique. En posant

- A
X — XQ

on a :

- X(x- x0) - f(x0) = EXO(X)(X- x0). avec l im ;Xo(
x) = 0 :
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et la droite A d'équation y = \(x — Xo) + f(xo) est la tangente unique,
de F en mo-

Réciproquement, soit une droite D passant par mo. d'équation y =
p(x - xo) + f(xo) telle que

f(x) - f(x0) - p(x - x0) = sXo(x)(x - xo). où lim sXo(x) = 0
(3)

D'après (3) / est continue en x0 et

lim
X —

= „.
Par un raisonnement analogue à celui fait précédemment on montre que
la pente. Pmo(T). existe en mo et

r D i \ vlim Pmo(m) = hm
X —

= p.

Donc I admet la droite D comme tangente en
est unique par suite de l'unicité de p. d'après (4).

et cette tangente

3.2. Dérivée en un point. Différentielle
D'après le théorème 3.1.4. on peut poser naturellement la définition

suivante.

3.2.1. Définition
Soit / : / C 3-, -*!?„,/ intervalle ouvert de I?, et F la courbe représen-

tative de / dans ¿?

On dira que / est derivable en xo si F admet une tangente A au point
mo d'abscisse XQ.

A étant unique, la pente de A s'appelle la dérivée de / en Xo et est
notée f'(xo).

3.2.2. Remarques

1) D'après le théorème 3.1.4. / est derivable en .ro- de dérivée f'(xo).
si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

i) hm = / (x0)
r^tio X — Xo

ü)f{x) = f(xo) + f(xo)(x-.
avec lim sXo(x) = O

+ sxo(x)(x - xo).
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2) si / est continue en 20 et si
h)-f(xo)

= +00 (ou

—00), on convient de dire que la fonction / admet une dérivée infinie
en aro- Le graphe de / admet alors au point d'abscisse xo une tangente
parallèle à l'axe Oy.

3.2.3. Différentielle d'une fonction en un point

Soit / : / c S 4 l , / intervalle ouvert de R. Si / est derivable en
xo E I, on peut écrire dans un voisinage de Xo, en posant x = XQ + h.

h)-f{x0)=f'(xo)h+e(h)h (1)

avec lim e(h) = 0.
h*0

xo+h

FIGURE: 3.2.3.

La relation (1) signifie que Ay — f(xo +h) — f(xo)- l'accroissement de
/ de xo à xo + h, est la somme de deux termes: un premier terme f'(xo)h
linéaire par rapport à l'accroissement de la variable x. et un second terme
s(h)h. un infiniment petit d'ordre au moins un par rapport à h.

Géométriquement, le premier terme représente l'accroissement de /
mesuré le long de la tangente en mo, alors que le deuxième terme mesure
la différence entre la véritable valeur de f en xo + h. et cette valeur
mesurée le long de la tangente (Fig. 3.2.3).

f'(xo)h s'appelle la partie linéaire principale de l'accroissement Ay.
L'existence de la dérivée de / en Xo implique la possibilité d'isoler dans
Ay cette partie linéaire principale. La partie linéaire principale définit
une application linéaire h i-> f'(xo)h de R dans M. appelée la différentielle
de / en x0 et notée / ( )

La différentielle de l'application identique x 1-4
quelconque XQ de M est l'application linéaire h -»

x de M, en un point
h qui ne dépend pas
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du point XQ considéré. En notant (par abus de notation) d-c cette appli-
cation, on pourra alors écrire

= f'(xo)[dx(h)}

= {f'[xo)dx){h).

D'où:

Ainsi V/i G R*. / ' ( io ) = d / ( j ° ì ì / ? ) = ^ ^ ( Ä ) . d'où la notation:
dx[h) dx

Ainsi si / est derivable en XQ on pourra écrire :

= /(*„) + df{xo)(h) + eXû(h)h

avec lim £xo(h) = 0. D'où la définition suivante :

3.2.3.1. Définition

Soit / : / C S -> P., / intervalle ouvert non vide de 5., et j?0 G /•
On dira que / est différentiable en xo si. et seulement si : il existe une
application linéaire L{.0, de IR dans lk telle que :

f(x0 + h) = /(xo) + Llo(h) + sXo(h)h, avec lim ^ ( h ) = 0
h —•U

3.2.3.2. Remarques

1) Si L{.o existe, elle est unique et s'appelle la différentielle de / en XQ.

2) L[0(h) = Lf
xo{l) • h. D'où : / différentiable en x0 ^^ f derivable

3) La définition 3.2.3.1 se généralise facilement à une application de
5." dans S p (voir Chap. 5).

3.3. Propriétés des fonctions dérivables
3.3.1. Si / est derivable en x0, elle est continue

en ce point(3.2.2.1).

La réciproque de cette proposition est inexacte. La fonction / définie
par :

I x sin - x ¿ O
f(x) = < x

[0 x = 0

est continue en 0, mais non derivable en ce point.
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3.3.2. Si / est derivable en x0 on a:
f(x)-f'(xO)h-f(xQ)=cXo(h)h

avec h = x - x0. et lim sr„(h) — 0 C'est-à-dire : Vî > 0. 36 > 0. tel que.
A-K)

| / i | < J = > . | £ , 0 ( / i ) | < £ . D 'où:

-;h<f(x)-f'{xo)h-f(xo)<sh. pour |/J| < ¿>. (1)

La relation (1) a une signification géométrique : si / est derivable en xo,
au voisinage de XQ. le graphe de y = f(x) est compris entre deux droites,
faisant des angles arbitrairement petits avec la tangente au graphe en XQ
(Fig 3.3.2). Il résulte facilement de la relation (1) qui si f'(xo) < 0. il
existe S > 0 tel que si 0 < h < 6. on a :

f(xo-h)> f(xo)> f(xo + h) (2)

Alors que si f'(xo) > 0. il existe S > 0 tel que si 0 < h < S. on a :

f(xo-h)<f(xo)<f(xo+h) (3)

3.3.3. Définition

Une fonction f(x) est dite avoir un maximum local (resp. un minimum
local) en un point xo G /. s'il existe a > 0. tel que f(x) < f(xo) (resp.
f{x) > f{x0)). pour x e]xo - a. x0 + a [ n / .

Si / a un maximum local ou un minimum local en XQ. on dira que f
a un ertremum local en xç>- On a la proposition suivante :

3.3.3.1. Proposition

Si f(x) a un extremum local en XQ. et si / est derivable en ̂ o alors
f'(xo) = 0.

Preuve — Si f'(xo) ^ 0. alors / ne peut pas avoir d'extremum local en
XQ. d'après les inégalités (2) et (3) de 3.3.2. Toutefois si une fonction
/ admet une dérivée nulle en xo- elle n'admet pas nécessairement un
extremum local en ce point, comme le montre l'exemple :

f(x) = x3 et XQ = 0.

Pour une fonction / derivable, les points où elle atteint un extremum,
sont à chercher parmi les solutions de 1 équation :

appelées les poinis cniiques de / .

Les points critiques jouent un rôle prépondérant dans l'étude des
fonctions différentiables.
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3.3.4. Dérivée à gauche et dérivée à droite

On dira qu'une fonction / définie sur un intervalle ]a, xo] (resp. [XQ. b[)
est derivable à gauche (resp. à droite) en XQ. si et seulement si

.. f(xo + h)-f(zo) f(xo + h)-f(xo) .
h m — j — - existe resp. hm — { —- existe).
/i-+o h h-*o h
h<0 h>0

Cette limite, notée f'g(xo) (resp. f'd(xo)), s'appelle la dérivée à gauche
(resp. la dérivée à droite) de / en XQ. Dans ce cas les demi-droites d'équa-
tions y = f(xo) + f'g(xo){x-xo),et y = f(xo) + fd{xo)(x-xo). s'appellent
respectivement la demi-tangente à gauche et la demi-tangente à droite
au point ino = (xo. f(xo))- D'après la définition de la limite

/ est derivable en XQ f'g(
xo) e t f'd(xo) existent

de dérivée f'(xo) et sont égales

Par contre f'g(xo) et f'd(xo) peuvent exister sans que f'(xo) existe.

Exemples.

Pour f(x) = \x\. f'M = 1 et /¿(0) = - 1 .

Í
x 0 < x< 1

- - f'g(l) = 1. mais f'd(l) n'existe pas.
3.3.4.1. Dérivées d'ordre supérieur

Si f'(x) existe dans un voisinage ouvert \'a{xo) de XQ. on aura une
fonction notée / ' de \'a(^o) définie dans !?.. par:

f :Va

Si / ' est derivable en XQ, sa dérivée notée f"(xo) est appelée la dé
rivée seconde de / en xo- En itérant ce processus, on définira la dérivée
d'ordre p de / en ^o notée f^(xo).

L'existence de /^(xo). suppose celle de /'''''(aro) dans un voisinage
de XQ pour t = 1.2 p — 1.

Soit / : / C ?. -» 3. (/ intervalle de ~?,).

— On dit que / est de classe C sur / si / est continue sur / .

— On dit que / est de classe Cp sur / (p > 1) si / ' p ' est définie et
continue sur / .

— On dit que / est de classe Cx sur / si pour tout p G H, / est de
classe Cr sur / .
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3.3.5. Opérations algébriques
sur les fonctions dérivables

3.3.5.1.

Il résulte immédiatement de la remarque 3.2.2.1 que si / et g sont
dérivables en xo, et si À est un réel, alors A/ et f + g sont dérivables en
xo : les dérivées sont respectivement \f'{x0) et f(x0) + g'(x0).

3.3.5.2.

Si / et g sont dérivables en XQ alors fg est dérivables en xo et l'on
a :

(1)

(fg)'(x0) = f(xo)g'(x0) + f'(xo)g(xo) (1)

fg est differentiate en XQ et l'on a :

d(fg)(x0) = f(xo)dg(xo)+g{xo)df(xo)

Preuve — Les hypothèses entraînent

hf'(x0)+s1(h)h. = o
g(x0 + h)= g{x0) s 2 ( h ) h . l i m 5->(/¡) = 0

/ o

d'où:

(fg)(xo + h) = (fg)(x0) + (f(xo)g
/(xo) + f'(xo)g(xo)) h

où

= f(xo)s2(h)+g(xo)e1(hi + f2

+ f'(xo)g'(xQ)h hg'(xo)si(h).

Par suite lim s(h) = 0. De 3.3.5.1 et 3.3.5.2 on conclut que l'ensemble des
h-tO

fonctions dérivables en xo est une sous-algèbre de l'algèbre des fonctions
continues en ^o-

3.3.5.3.

Si / est derivable en xo et si f(xo) ^ 0. / étant continue en XQ. il
existe un voisinage \'a(xo) =]xo — a. XQ + Q[. tel que pour tout x G \ 'Q(J*).

f(x) ^ 0 : alors — est définie sur \'a(xo). derivable en xo. et sa dérivée

est :

/(xo)a
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(1) <í=> — est différentiable en ¿o et l'on a:

Preuve

i i
- 1 f(x)-f(x0)

x - x0 f(x)f(x0) x - x0

il résulte des théorèmes sur les limites que :

i

x 9¿ x0.

i

lim
x->r0 X — XQ

f'(xo)
f(xo)2

3.3.6. Dérivée d'une fonction composée

Soit / une fonction derivable en xo et g une fonction derivable en
i/o = ¡(XQ). g étant définie dans un voisinage Vyo de i/o- et / étant
continue en XQ. il existe un voisinage VXo de xo, tel que f{VXo) C i'yo.

l a fonction g o / est définie sur le voisinage \'Io. derivable en XQ et
sa dérivée est :

g ° f

(g °f)'(xo)

est différentiable

d(g° f)(xO) =

= g'

en d

dg

( / ( • c o ) ) /'('o).

o et l'on a :

(/(•co)) od/M-

(1)

ou s'il n y a pas d'ambiguïté sur XQ. d(g of) — ¿g o d / .

Preuve — D "après la définition de la dérivée :

(1)

d')

f(x) - f(x0) = [f(x0) + Sl(x)(x -

g(y) - g(yo) = ¡g'(yo) + s2(y)(y - yo)}

(2)

(3)

avec lim Si(x) = 0 et lim s->(y) = 0.
x-yro y—»-yo

Posons y — f(x) pour x £ \'To dans ce cas: de (2) et (3) on t i re :

9(f(x)) - g(f(x0)) = W (f(xo)) + 52 (f(x))] [/'(.r0) + £i(x)] (x - x0)

= W (f(xo)) • f'(xo)} (x - xo) + sa{x)(x - xo)

où s3(x) = g1 [f(xo)s1(x) + £2(f(x)][f'(x0) + î i ( i ) ] et lim s3(x) = 0.

car lim £¡(J-) = 0 et lim S2(f(x)) = 0.
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3.3.7. Remarque

Si z — g(y) est une fonction differentiate, notons *y = f(x) le chan-
gement de variable où / est une fonction differentiate. La formule (1')
peut s'écrire sous la forme.

(2)

En effet

d*g = d\g(f(x))] =g{f(x))'dx.

*dg = *{g'{y)dy) = *g'{y) *dy

= *g'{y)d*y

(dy étant la différentielle de l'application identique y —>• y). Donc

*d<7 = g' ( / ( i ) ) d / = W (/(*)) • f'(*)]dx

d'où

(2) exprime que le changement de variable et l'opération d de différen-tiation
commutent.

La formule (2) qui peut être généralisée à des fonctions de ?." dans
3LP est capitale en analyse.

3.4. Théorème de Rolle. Théorème
des accroissements finis

Dans ce paragraphe, on établit un ensemble de résultats reliant les
valeurs d'une fonction / aux extrémités d'un intervalle / à la valeur de
la dérivée de / en un point convenable de l'intérieur de /.

3.4.1. Théorème de Rolle

Soit I un intervalle de K. . / : / — » • E une application. Si / est continue
0 0

sur / et derivable sur / (/ désigne l'intérieur de /), alors Va, b G / tels
que a < b, /(a) = f(b) = 0 => 3c e]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Preuve — I étant un intervalle, si a, b G / . alors [a,b
par suite / est continue sur [a, b] et derivable sur ]a.b

— Si / s'annule sur [a. 6] alors

C / et ]a, 6[C

— Si / n'est pas identiquement nulle sur [a,b], quitte à changer / en —/,
on peut supposer que / prend certaines valeurs strictement positives sur
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[a, b]. D'après le théorème 2.8.3. / atteint en un point c de [a, b] sa borne
supérieure, avec nécessairement /(c) > 0.

Par suite c <E]a,è[et d'après 3.3.3.1 /'(c) = 0.

Interprétation géométrique — Si les hypothèses du théorème 3.4.1
sont vérifiées, alors soit a, b £ I, tels que f(a) = f(b) = 0, le graphe
de la restriction de / à ]a,6[ admet au moins une tangente horizontale
(Fig. 3.4.1).

FIGURE: 3.4.1

Comme conséquence du théorème de Rolle on obtient le théorème
fondamental suivant.

3.4.2. Théorème des accroissements finis

Soit / un intervalle de 5 . . / : / — > • ? . une application. Si / est continue
0

sur / et derivable sur / . alors :

Va, 6 G / . 3ce ]a ,6 [ . tel que : f(b)-f(a)=f'{c)(b-a)

Preuve — On construit une fonction ç continue sur / et derivable sur / .
telle que -p(a) = ç(b) = 0. Soit y = T(x) l'équation de la droite A passant

par les points (a.f(a)) et (b, f(b)) de la forme y = ^

f(a). Considérons
b-a (x - a) +

(x) = f ( x ) - T ( x ) = f ( x ) - f(a) - f{b) f ( a ) ( x - a).
b — a

D'après les hypothèses, y est continue sur / et derivable sur / . et puisque
y-(a) = y-(b) = 0, il existe c £]a. b[ tel que :

0 = / ( c ) = /'(c) - 4
b — a

L Interprétation géométrique —

Si les hypothèses du théorème 3.4.2. sont vérifiées, alors pour tous points
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a, b d e / , le g r a p h e d e l a r e s t r i c t i o n d e / à ]a,b[ a d m e t a u m o i n s u n e
t a n g e n t e p a r a l l è l e à l a d r o i t e j o i g n a n t les p o i n t s A = (a.f(a)) e t B =
(&, / (&)) ( F i g . 3 . 4 . 2 ) .

x c

FIGURE: 3.4.2

Le théorème 3.4.2 peut être généralisé à deux fonctions de la façon
suivante:

3.4.3. Théorème de Cauchy

Soit / un intervalle de E. / , g : / C 5- —> 2 . Si / et g sont continues
0

sur / et dérivables sur / alors

Va. 6 G / . 3c e]a.b[, t e l q u e :

f'(cMb)-g(a)] = g'(c)[f(b)-f(a)] (1)

Preuve

— si g(b) = g{a). d'après le théorème de Rolle, il existe c £]a. b[. tel
que g'(c) — 0 et (1) est alors vérifiée.

— si g(b) ^ g(a). considérons la fonction

= f(x) - f(a) -
- g (a

(g{x) - g(a)) .

•ç vérifie les hypothèses du théorème de Rolle ; donc il existe c £]a. b[, tel
que:
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3.5. Applications

3.5.1. Fonctions monotones

P r o p o s i t i o n — Soit / un intervalle non vide de ? . . / : / C ?. —)• I?.
0

une fonction continue sur / et derivable sur / :
0

(i) si f'(x) = 0 sur / . alors / est constante sur /;
0

(ii) si f'(x) > 0 sur / . alors / est strictement croissante sur /:
0

(iii) si f'{x) > 0 sur / . alors / est croissante sur /:
0

(iv) si f'(x) < 0 sur / . alors / est strictement décroissante sur /:
0

(v) si f'(x) < 0 sur / . alors / est décroissante sur /.
La démonstration, facile, est laissée au lecteur (on appliquera le théo-

rème des accroissements finis).

3.5.2. Calculs d'approximations

Le théorème des accroissements finis peut être appliqué pour calculer
une valeur approximative d'une fonction en un point, et estimer Terreur
ainsi commise.

Exemple. Calculer ^105.

On applique le théorème des accroissements finis à la fonction f(x) =
y/x entre les points a = 100 et b = 105 : on a :

\/IÔ5 - \/ÏÔ0 = -^= 100<c<105

de 10 < y/c < x/ÏOS < VÏ2Ï = 11 on tire :

et 10. 22 < vTÔ5 < 10.25.

On peut encore améliorer cet encadrement : en effet de \/lO5 < 10. 25
on tire que y/c < 10. 25 donc

d'où
10.243 < \/ÏÔ5 < 10.250
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3.5.3. Localisation des racines d'une fonction

Soient deux fonctions / et g telles que f'(x) = g(x). Alors entre deux
racines de / il existe au moins une racine de g (théorème de Rolle). Ainsi
si g(x) = cos x et f(x) = sinr . on déduit qu'entre deux racines de sin.r
il existe au moins une racine de cosi . Mais de g'(x) = — sin x = —f(x),
on conclut qu'entre deux racines de COSÌ, il existe au moins une racine
de sinr. D'où les racines de cos x et sin,r alternent dans ?..

3.5.4. Règles de l'Hôpital

Les deux théorèmes qui suivent sont très utiles pour évaluer certaines
0 oc

limites, et en particulier étudier les indéterminations de la forme - . —
0 DC

et 0 x x .

3.5.4.1. Théorème (règle de l'Hôpital pour §)

Soient deux fonctions f(x) et g(x) continues sur [a.b] et dérivables
sur ]a,b[, telles que g'(x) ^ 0 pour tout x £]a.b[, et f(a) = g(a) = 0.
Dans ce cas :

si lim / '
g1

(x)

(*)
= .4. alors lim /(•r)

fl(*)
= .4

Preuve — On suppose tout d'abord —DC < A < +oc.

f'(x
Pour tout s > 0. il existe XQ. tel que -A < s, pour a < x <

XQ. D'après le théorème de Cauchy 3.4.3. appliqué à l'intervalle [a. x], il
existe c G]a, x[ tel que

= =

g'(x) g(x) - g (a) g'(c)

d'où / ' ( c )
g'(c) -A < s (1). si a < x < XQ- D'OÙ le résultat.

Dans le cas où A = +oc (resp. — oc) l'inégalité (1) est remplacée par
/'(•*•) 1 /'(-O 1 , . ,

> - ou < — et le raisonnement est alors le même.
g'(x) s g'{x) s
3.5.4.2. Théorème (règle de l'Hôpital pour g-)

Soient deux fonctions f(x) et g(x) continues et dérivables sur ]a.b[.
On suppose que / et g admettent des limites infinies au point a.

f'(x)
Si g'(x) é 0 pour tout x eia. 6[ et lim -——i- = A.

x^a g'(x)

f i r )
Alors lim — " = A-

r->a g(x)
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Preuve — On suppose tout d'abord — DC < .4 < +3c.

Soit s > 0. Il existe ,ro tel que

Soit D(x, XQ) défini par :

Î pour a < j < x0 (1).

=

g{x) g(x) -g(x0)
D{x,x0)

où D(x, XQ) =
1 - g(jp)

1 -
et lim D(x,xo) = 1.

D'après le théorème de Cauchy appliqué à [ j . ro ] , il existe un point
c £}x, xo[ tel que :

g'(c) g'(c)

l'égalité (*) implique qu'il existe -) > 0 tel que pour tout x Ç]a.a + -)[.
\D{x,xo)-l

- . 4
9(*)

< s. Il en résulte que pour tout x £]a, a + -j[, on a

9'(c)

f'(c)

9'(c)
\D(x.xo)-l\<s

(2)

D'où le résultat.

(1) est remplacé par > -
g'(c) z

et

(2) est remplacé par ^ i > ^-j-i- > —.
9{*) ~ g'(c) 2 2î

3.5.4.3 . Remarques

1) Les théorèmes 3.5.4.1 et 3.5.4.2 sont encore valables si lim —-—- =

.4 ainsi que dans les cas où « = - x ou t = + x .

/'(•*")

2) La condition lim —-—- = .4 est une condition suffisante pour que
r-m g (X)

lim = .4, mais ce n'est pas une condition nécessaire.

Exemple. — Soit f(x) = x2sin- pour x ^ 0 et /(0) = 0. et g(x) = x.

On a

lim 4 4 = 0
.r-vO g(x)

alors que n'a pas de limite quand x —> 0.
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3.5.4.4. Exemples

e e e
1) lim — = lim — = lim — =

•r-» + :c x- r-f + cc '¿X r-^ + cc 2
de même lim — = +oc . n G ì 1 " .

2) lim —— — lim —í—^ = lim = 0.

3) lim xn\o%x= lim 1 ° ^ r = lim —£— = 0 = lim — = 0.

3.5.5. Convexité des graphes

Le plan 3P étant rapporté à un repère orthogonal (0.7. ]). on dira
qu'un point \I\ d'ordonnée yi est «au dessus» d'un point Mo d'ordonnée
i/o si î/i > ¡/o-

Soit .4 un sous-ensemble de J". On dira qu'un point .1/ d'abscisse
x\i est au-dessus de A (resp. au-dessous de -4). si .4 contient des points
d'abscisse x\¡ et si M est au dessus (resp. au-dessous) de tout point de
.4 d'abscisse x\[.

3.5.5.1. Définition

Une fonction / définie sur [a.b] est dite convexe, si pour tout couple
de points Mi. M? d'abscisses .ri. fo du graphe de / , tout point M du
graphe de / d'abscisse x G [ Í J . Í I ] , est au-dessous du segment [A/iJl/o].

a x, •h b x

FIGURE: 3.5.5.1

3.5.5.2. Remarque

il est facile de montrer que ¡a définition 3.5.5.1 est équivalente à : f
est convexe sur [a.b] si pour tout couple de nombres réels x\ et X2 de
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[a. è], et tout réel A tel que 0 < X < I. on a :

/(An + (1 - X)x2) < A/(n) + (1 - A)/(x2). (1)

(ij est dite inégalité de convexité.

3.5.5.3. Définition

Une partie A de 3? est dite convexe si elle contient tout segment [PQ]
dont elle contient les extrémités P et Q.

3.5.5.4. Remarque

On pourra aisément démontrer, à titre d'exercice, qu'une fonction
/ est convexe si et seulement si l'ensemble A des points de ¿^ situés
au-dessus du graphe de / est convexe.

Dans le cas où / est derivable, on a le résultat suivant :

3.5.5.5. Théorème

Soit / est une fonction continue sur [a.b] et derivable sur ]a,b[. Si
/ ' est croissante sur ]a. b[. alors / est convexe sur [a, 6]. Réciproquement
si / est convexe sur [a, 6] et derivable sur }a,b[. alors / ' est croissante
sur ]a, b[.

Preuve — Soient x et y deux points de [a.b], avec x < y et soit z = ay +
(1—a)x, avec 0 < a < 1. On veut montrer que f(z) < Q / ( Î / ) + ( 1 — Q)J(X),
ou, ce qui revient au même, que :

(l-a)[f(z)-f(x)]<a[f(y)-f(z)}

D'après le théorème des accroissements finis il existe c et d. x < c < z
et z < d < y tel que :

f(z)-f(x) = f'(c)(z-x)
f(z) = f'(d)(y-z)

/ ' étant croissante on a : / ' (c) < f'(d) et puisque (l — a)(z — x) = a(y — z)
on déduit que :

(1-a) [f(z) - f(x)} = (1-a)f'(c)(z-x) < af'(d){y-z) = a [f(y) - /(.-)]

d'où le résultat.

Réciproquement — Si / est convexe sur [a.b], alors en tout point de
]a,b[, f admet une dérivée à gauche et une dérivée à droite telles que :

g g 2 G]a, b[ et Xl < x2 (2)

(voir exercice 7).

Si / est derivable sur ]a, b[, alors f'd(x) = f'g{x) = f'(x). la croissance
de / ' résulte alors de (2).
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3.5.5.6. Remarque

On peut montrer que le graphe de toute fonction convexe, derivable,
est au-dessus de chacune de ses tangentes.

E n e f f e t l ' é q u a t i o n d e l a t a n g e n t e a u p o i n t ( x o . f ( x o ) ) e s t : y =
f'(xo)(x-xo) + f(xo).

On veut montrer que

f(x) - f(x0) - {x - xo)f'(xo) >0.

D'après le théorème des accroissements finis, on a:

f(x) — f(xo) = (x — xo)f'(c) où c est compris entre xo et x.

L'inégalité à démontrer est alors :

(x-xo)(f'(c)-f'(xo))>O.

Elle résulte du fait que / ' est croissante.

3.6. Théorème des fonctions inverses

Soit / : 5 C 5. -> F- A tout point y £ /(S) on associe

ey = {x e S, f(x) = y}.

Si pour tout y £ f(S), ey = {x}, on définit alors une application

y i-> x tel que ey = {x}

7? s'appelle la fonction inverse ou réciproque de / . Le problème des fonc-
tions inverses est de trouver les conditions suffisantes sur / , pour assurer
l'existence de <p et dire quand ¡p est continue (resp. derivable) si / est
continue (resp. derivable).

En général ce problème n'admet pas de solution globale, comme le
montre l'exemple de la fonction

/ : S. -> E

qui n'est pas inversible sur E tout entier mais seulement sur E + ou ?._.

3.6.1. Théorème

Soit / une fonction numérique, de domaine de définition Dj C M.
vérifiant dans un intervalle / (/ C Dj) les conditions suivantes :

1) /es t continue sur I
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2) / est strictement monotone sur / .

Il existe, alors, une fonction unique p telle que :

Dtp = / ( / ) = J est un intervalle,

f{p(y)) = y pour y £J.

p est continue et strictement monotone (dans le même sens de monotonie
que / ) sur J. <p est appelée une déierminatwn de la fonction réciproque
de ¡p associée à I.

Si de plus, f'[xo) existe en Xo € / et f'(xo) ^ 0, alors ¡p est derivable
en y0 = f(xo) et on a:

?{)

Démonstration

i) Si / est continue sur l'intervalle / . d'après 2.8.1. / ( / ) = J est un
intervalle.

ii) Supposons / strictement croissante sur / , alors / admet une fonc-
tion réciproque p définie sur J = / ( / ) et strictement croissante sur J.
En effet si Î/I G J, il existe X\ G / tel que yi = f(x\), et il n'existe pas
un autre x-¿ ^ X\ tel que /(o^) = y\ '• si x-¿ ^ xi, ou bien x? > X\ et
on a f(x2) > f(xi). ou bien a?2 < Xi et on a /(¿r2) < f(xi)- En posant
•ri = <p(yi), on définit une fonction sur J vérifiant l'égalité f(<p(y)) = y,
Vy G J. De plus ^ est strictement croissante car si Xi = tp(yi) et
X2 = y?(i/2 ) i J/2 — yi et ^2 — ^1 sont de même signe.

iii) Montrons que p est continue sur J. Supposons encore que / est
strictement croissante. Soit yç, G J. il faut montrer que Ve > 0, 3h > 0,
tel que :

\y-yo\<n=>

Posons 2-0 = y>(i/o) <=> i/o = f(xo).

Soit s > 0. choisissons un entier n tel que:

S 5 1
• xo H— C /•

n ni
Par suite de la croissance stricte de / , on a

f (xo + -) = yo+c (avec c > 0) et / (x0 - - ) = yo-d (avec d > 0).
\ n / V n /

Choisissons un nombre r¡ > 0, tel que :

[2/0 - »7, î/o + rç] C ]j/o - d, y0 + c[ C /

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, et de la stricte croissance
de / , pour tout y G]Î/O — V- J/o + VÏ il existe un et un seul point

1 £
x G ko ,

J n

£ r
- tel que y = f(x) <!=> x = p>{y)
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d'où
\y - yol < »7 => b(y) - •¿(yo)! < ^ < i-

iv) On suppose que f'(xo) existe en «o € / et f'(xo) ^ 0. Soit
y0 = / ( j 0 ) <=>• oro = 9(yo), °n cherche la limite, si elle existe, du

rapport -^-^ ~ —^- quand k -ï 0. Si k est assez petit, y0 + fr est

u n e v a l e u r p r i s e p a r / . O n p o s e h = ç { y 0 + k) — *p(yo)- A l o r s x 0 = ¿ { y )
e t <p(yo + k) - x o + h => f(xo + h) = yo + k. D ' o ù k = f{xo + h ) - f ( x 0 ) .

si h —> 0 on a k —> 0 ( / es t continue en ÏQ)

si /e —>• 0 on a h —> 0 (^ est continue en j/o)

par suite

0)

3.6.2. Exemple

Soit f(x) — x3 — 2x + 1. La restriction de / à l'intervalle \f\, •

admet une fonction réciproque <E>. Calculons $'(0) et <Ê'(o). f'(x) =

Sx2 — 2. Donc / est strictement croissante sur U / | - +oc .

On sait que $'(y) = ^TT r̂- /(!) = ° ^=^ 1 = $(0): e t puisque

/ ' ( l ) = 1 on obtient $'(0) = —|— = 1.

De même /(2) = 5 <̂ >̂ 2 = $(5). et puisque /'(2) = 10 on a

$'(5) = = —
/'(2) 10

3.6.3. Applications
3.6.3.1. Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques.
THÉORÈME ET DÉFINITIONS

Les restrictions respectives des fonctions sinus, cosinus et tangente
aux intervalles [—f, | ] . [0,7r] et ] — f, f [ admettent des fonctions réci-
proques, appelées Arcsinus, Arccosinus et Arctangente. définies et conti-
nues sur [-1.+1] pour les deux premières et sur ] - oo.+oc[ pour la
dernière.

Elles vérifient les propriétés suivantes :

(1) sin (Arcsinz) = x ; - — < Arcsin x < -
2 ¿

(2) cos (Arceos x) — x : 0 < Arceos x < TT.
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(3) tg (Arctg .r) = x: - - < Arctg x < - .

De plus. Arcsin. Arceos sont dérivables sur ] — 1.1[ et Arctg sur 3-..

1

Ì - . T 2

1

(4) (Arcsin x)'=-_==. V I G ] - 1 . 1 [ .
v

(5) (Arceosx)' = -

(6) (Arctgx)' - 7¡. Vx e}- oc.+x[.

D'où les courbes représentatives:

-7C/2 0

V = s i n A'

FIGURE: 3.6.3.1A

71/2 -Y

= Arc sin x

-1

V = COS X

FIGURE: 3 . 6 . 3 . 1 C FIGURE: 3.6.3.ID
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y = Arc tg x

FIGURE: 3 . 6 . 3 . 1 E FIGURE: 3.6.3.IF

Démonstration — Faisons la démonstration pour la fonction sinus. La
fonction sinus est continue sur [—%. T,] et strictement croissante sur[— ~. ~]
sa dérivée, cosx, étant strictement positive sur ] — f. ^[ (Proposition
3.5.1). D'après le théorème 3.6.1, elle admet une fonction réciproque
notée Arcsin. définie, continue et strictement croissante sur l'intervalle
sin([-f, \]) = [-1,1] et vérifiant :

sin (Arcsin x) = x pour x 6 [—1.1],

Arcsin (sin y) = y pour y G [--^. ^ ] .

De plus en tout point y G ]— \ , \\ (sin y)' = cosy ^ 0. Donc d'après le
théorème 3.6.1, Arcsin x est derivable sur ] — 1,1[, et on a :

(Arcsin x)1 =
1

cosy

Par suite : (Arcsin x)' =

fait pour les autres fonctions.

3.6.3.2. Les fonctions hyperboliques
et leurs fonctions réciproques

Notations :

cosinus hyperbolique = ch

sinus hyperbolique = sh

tangente hyperbolique =

Argument cosinus hyperbolique = Argch

Argument sinus hyperbolique = Argsh

Argument tangente hyperbolique = Argth

avec x = sin y.

= . Un raisonnement analogue pourra être
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THÉORÈME ET DÉFINITION

Les fonctions sh. ch et sont définies par les formules suivantes :

--^ : chi = *(e í+e"- r= -(eT-e
sh x

x =
ch x

sh et sont inversibles sur ] — oc. +oc[ et leurs fonctions réciproques sont
notées Argsh et Argth. La restriction de ch à l'intervalle [O.+3c[ admet
une fonction réciproque notée Argch.

Les fonctions Argsh. Argch et Argth sont définies et continues res-
pectivement sur ] — DC.+OC[, [ l .+3c[et ] — 1.1[. En outre:

z G ] -

„. Vi Gli, + li. Commentaires
I - x-

(i) Des formules évidentes :

ch x + sh x = ex ch x — sh x = e~^

on déduit la formule fondamentale :

ch2 x - sh2 x = 1

(ii) chx est paire, sha; et x sont impaires. Pour x > 0. ch x, sh x et x
ont des valeurs positives.

(iii) ch, sh et sont dérivables et :

/ , o 1
l L-Il iL I — o l í «i . I Ï5ll tí. I — L.11 JL , I U. I — J- ti. — Q

ch~ x
quand x croît de 0 à +DC. c h i croît de 1 à +5c. sh x de 0 à +oc et x de
0 à 1.

v '•

O

y = Arg ch x

FIGURE: 3.6.3.2A FIGURE: 3.6.3.2B
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O

y = sh x

y = Arg sh x

FIGURE: 3 . 6 . 3 . 2 C FIGURE: 3 . 6 . 3 . 2 D

y

i

0

- i

V

/

= th A-

. Ï

FIGURE: 3 . 6 . 3 . 2 E FIGURE: 3 . 6 . 3 . 2 F

(iv) La fonction ch x est continue et strictement croissante sur [0. +DC[.
sa dérivée sh J- sur ]0. +oc[ est strictement positive. D'après le théorème
3.6.1. elle admet une fonction réciproque, notée Argch. définie, continue
et strictement croissante sur ch([0. +oc[) = [1. [

De plus en tout point y e]0. +OC[ (ch y)' = sh y ^ 0. Donc d'après le
théorème 3.6.1.. Argch x est derivable sur j l . +oc[ et on a :

(Argch x)' =

Par suite: (Argch x)' =

1
sh y

avec

1

= chy.

(ch2 (/ - sh2 y = 1).

Un raisonnement analogue pourra être fait pour l'étude de Argsh et
Argth.
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v) Les fonctions Argsh. Argch. et Argth peuvent se mettre sous forme
de logarithmes népériens :

Argsh x = In ( x + \Jx2 + 1J

Argch x = In (x+ v x2 ~ 1 )

, t, 1,Argth x = - m
2 1- x

Démontrons, par exemple, la première formule.

y = Argsh x -i=> x = sh y

de ch~ t/ = sh' y + 1 = 1 + x2 on tire ch t/ = \ / l + -r2 car ch y > 0. d"où
ey - sh y + ch y = x + y/l + x2 et y = In {x + y/l + x2).

3.7. Suites de fonctions différentiables
Soit (fn) une suite fonctions définies sur un intervalle I de 2 . à valeurs

dans I?_. On a vu, dans le chapitre précédent, que toute limite uniforme
de fonctions continues est continue.

L'exemple suivant montre que cette condition n'est pas suffisante si

on remplace la propriété de continuité par celle de dérivabilité : considé-

rons la suite de fonctions définies par fn[x) = \ x2 -\ ^ . Pour tout
V n- n

n. fn est derivable sur P. et la suite (fn) converge sur F, (uniformément
sur tout intervalle [a, 6]) vers f(x) = \x\ qui n'est pas derivable en 0.

D'ailleurs le théorème d'approximation [exercice 26, Chapitre 2] de
Weierstrass affirme que toute fonction continue sur [a,b] est limite uni-
forme d'une suite de polynômes, qui sont dérivables.

En outre le même Weierstrass a donné un exemple d'une suite de
fonctions dérivables qui converge sur 5. vers une fonction continue qui
n'est derivable en aucun point.

Remarquons que la suite de fonctions dérivables

fn(x) = — sin mix
n

converge vers la fonction derivable f(x) — 0 Vx G 5-. alors que la suite
des dérivées f'n(x) = cos nirx ne converge pas.

Le théorème important suivant donne des conditions suffisantes sur
la suite {fn): dont la principale est la convergence uniforme de la suite
des fonctions dérivées (/„)• qui entraînent la dérivabilité de / .

3.7.1. Théorème

Soit (fn) une suite de fonctions définies et dérivables sur un intervalle
/ borné, à valeurs dans £ . On suppose :
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— qu'en un point XQ de / . la suite (fn{xo)) converge.

— la suite des fonctions dérivées (f'n) converge uniformément sur /
vers une fonction g. Dans ce cas. la suite (/„) converge uniformément
sur I vers une fonction / derivable sur / , telle que / ' = g.

Démonstration — Soient a, 6 (a < 6) les extrémités de / et x G / . Si m,
n sont deux entiers, on applique le théorème des accroissements finis à
la fonction fm — fn sur l'intervalle d'extrémités aro. x. Il existe un point
y (dépendant de m et n) entre a*o et x tel que :

fm(*) - fn(x) = fm(xo) - /„ (*o)

d'où

\fm(x) - fn(x)\ < \fm(x0) - fn(x0)\ + (b - a) \f'm(y) - f'n(y)\ (1)

Soit c > 0. Pour
2(6-a )

a: \f'n(x)-f'm(x)\<

sur I)
2 ( è - a )

> 0. 3no(s) > 0. tel que pour m, n > n0 on

, Mx G / (convergence uniforme de (f'n)

Pour J-. 3«i(£, aro), entier positif, tel que si m, n > «i on a:

\fm(*o) - fn{xo)\ < 2 (convergence de (/n(ar0))).

D'où, si n-x = sup(ni,no), alors pour m, n > n2, on a d'après (1)
|/m(ar) - /„(ar)| < e, Vx G / (voir exercice 12, Chap. 2).

Donc la suite (/„) converge uniformément vers / , et puisque les /„
sont continues, alors / est continue sur / (théorème 2.9.2.9 ). Pour établir
l'existence de la dérivée de / en un point c de / , on applique le théorème
des accroissements finis à fm — fn sur l'intervalle d'extrémités c et x.

Donc il existe un point z (dépendant de m et n) tel que :

(fm(x) - fn(x)) - (fm(c) - fn(c)) = ( X - C ) ( f ' J z ) - S'n ( - ) ) •

Donc pour c ̂  x, on a,

m{x)-fm(c) fn(x)-fn(c
X - C X — C

< ¡fini*) - f'n( = ) (2)

la convergence uniforme de (f'n) entraîne: pour tout e > 0, 3A/(î), tel
que si m, n > M, on a :

\f'm{z)-f'n(z)\<e. W e / .

Donc pour m, n > M. (2) entraîne :

fm(x)-fm(c) /„(*)) -/„(C)
X — C x — c

(3)
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Si m tend vers +00, (3) entraîne :

f{*)-f(c)
X — C x — c

< s.

D'autre part il existe N(s). tel que si n > N, on a

(4)

£, pour tout c e /

(convergence uniforme de (f'n) vers g).

(5)

Soit A'o = sup(iV, M) il existe 6No(e) > 0 tel que si 0 < \x - c\ < S,
on a :

X — C

de (4), (5) et (6) on tire:

si 0 < x — c\ < Syo(s). alors

< S.

f(x)-f[c)

(6)

x — c
-9(c) <3£.

3.7.2. Remarques

i) on a vu [théorème 2.9.29] que si une suite {fn} de fonctions conti-
nues converge uniformément vers f, alors f est continue, ce qui peut se
traduire par :

lim lim (/„(*) = Hm lim fn(x) (1)
x-¥x0 \n—» + co I n—v + oc - ~

(IJ traduit que Ja continuité est « transparente « par rapport à ia notion
de ¡imite.

ii) de même sous les hypothèses du théorème 3.7.1 on peut écrire:

— hm ( / „ 1 = hm —/„(a:

la dérivation est « transparente *> par rapport à ¡a notion de ¡imite. Les
propriétés (i) et (ii) sont intimement ¡iés à ia notion de ¡a convergence
uniforme. On verra un autre exempie dans ¡e chapitre sur l'intégration.

iii) Le théorème 3.7.1 est un moyen puissant pour définir de nouvelles
fonctions, nous en donnerons des exemples dans le § 3.9.
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3.8. À RETENIR
i) / est derivable en ^o si il existe . 4 g l tel que :

f{xo + h) - f(x0) = hA+he(h) où lim
ft-i-0

.4 est par définition la dérivée de / en ^o- notée f'(xo).

ii) L'application h —» f'(xo)h est appelée la différentielle de / en
xo- notée df{x0) ou simplement d/• d / = f'(x)dx où df est la
différentielle de l'application identique h —» h on a:

*d / = d*/

où * le changement de variable *x = g{z)- derivable, qu'on effectue
dans f'(x).

iii) Théorème des accroissements finis
0

/ : / C 5. —» ï>. Si / est continue sur / et derivable sur / . Alors: Va.
bel. 3c G]a, 6[. tel que. /(&) - /(a) = f'(c)(b - a).

iv) Théorème des fonctions inverses
Soit / une fonction numérique vérifiant dans un intervalle / (/ C Dj)
les conditions suivantes :

1) / continue sur /
2) / est strictement croissante (resp. décroissante) sur /.
Il existe une fonction unique -p telle que
Dip — /(/) = J est un intervalle.
fMv)) =2/Vi/e J e t <p{y) e j .
•p est continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur J.

y? est une détermination de la fonction réciproque de / associée à /.
Si de plus / admet une dérivée f'(x) ^ 0 alors ç admet également

une dérivée au point y = f(x) et ¡p'(y) =
f(x)

v) Suite de fonctions différentiables
Soit {fn} une suite de fonctions définies et dérivables sur un inter-

valle borné /. Si {fn(
xo)) converge pour un io £ / et {f'n} converge

uniformément sur / vers g alors :
— (/n ) converge uniformément sur / vers une fonction / . derivable

sur /. telle que : / ' = g.

3.9. Exercices et problèmes

1) Soient k un nombre réel et / la fonction réelle définie sur E par

f(x) = x 2 c o s ( - ) + k x s i j ^ O . e t / ( 0 ) = 0 .
\x J
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a) Démontrer que / est derivable sur _-. et calculer sa dérivée en tout
point de 3..

b) On suppose 0 < |A*| < 1. Démontrer que pour tout nombre réel
Q > 0. la fonction dérivée / ' change de signe sur l'intervalle ] — a. Q[. La
fonction x —> f'(x) est elle continue sur ]?_?

2) Soit la fonction g définie sur ~2. par

g(x) = x2 sin si x± 0 et /(0) = 0.

a) Montrer que / est continue et derivable sur

b) Montrer que / ' est continue mais n'est pas bornée.

3) Soit la fonction / définie sur 7. par f(x) — J2sin(i) si x ^ 0 et
= 0.

a) Montrer que / est continue et derivable sur !?. et calculer / .

b) / ' est elle continue, bornée?

4) Montrer que la fonction h définie sur l'intervalle ]2.+3c[ par
h(x) — x3 — 3 J 2 admet une fonction réciproque p strictement crois-
sante et derivable: déterminer l'intervalle de définition de p. Calculer
p(-2)ety'(-2).

5) La lumière émanant d'un point source S illumine une surface
circulaire C. avec une intensité proportionnelle au cosinus de l'angle 6
d'incidence et inversement proportionnelle au carré de la distance c? à la
source (voir figure).

FIGURE: 3.9.5

A quelle distance x doit-on placer la source lumineuse 5 au-dessus
du centre d'un disque de 12 cm de rayon pour que l'illumination soit
maximale9

6) a) Montrer que la fonction g définie sur [—1. 1] par g(x) = e~^
si x •£ 0 et g(0) — 0 est indéfiniment derivable et vérifie ^'"'(0) = 0.
Vn > 1.
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b) Soit a > 0. / : [—a. a] —> S. une fonction continue. Montrer que si
/ est nulle sur ] — a,a[: alors / est aussi nulle sur [—a, a].

c) On suppose que / est indéfiniment derivable sur [—a. a] et que:

i) /(0) = 0 , /("'(0) = 0 , Vn > 1;

f^Hx)
ii) il existe p > 0 tel que :— < pn pour tout x G [—a. a] et pour

tout n > 1. Montrer que / est nulle sur [—-. - ] .

d) On suppose que a est de la forme - . où k G I1*- Déduire de b)
P

que / est nulle sur [—a. a].

7) Soit / une fonction numérique définie sur un intervalle / de 3.. On

dit que / est convexe sur / . si / ( —-— ] < ~ [f(x) + f[y)] pour tout

couple (x. y) de I x I.

a) On suppose / continue et convexe sur / .

i) Montrer que pour tout entier n > 2. on a :

pour tout rc-uplet (.r^ j 2 xn) d'éléments de / .

ii) Montrer que si x, y G / et si t G [0,1], alors

f((l-t)x + iy)<(l-t)f(x)+tf(y).

iii) Montrer que si x < y < z sont des éléments de J, alors

y-x z-x

En déduire que si w < x < y < z sont des éléments de / . alors

/(*) - / (») < M-f(y)
x - w - z - y

iv) Montrer que / possède une dérivée à gauche et une dérivée à
droite, et que les points x de I tels que f'(x) n'existe pas constituent un
ensemble dénombrable.
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