Chapitre 1 : THEORIE
ELEMENTAIRE
DES ENSEMBLES
CONSTRUCTION
DE R

1.1. Eléments de la théorie

des ensembles
ENSEMBLE ET APPARTENANCE
1.1.1. Définition

On appelle ensemble une collection d'objets : ces objets sont les élé-
ments de Pensemble.

1.1.2. Exemples

1) Les entiers 0,1,2.3,4.--- forment un ensemble appelé I'ensemble
des entiers naturels et noté I'l.

2) Les entiers ---—4,-3,-2,-1,---1,2.3.4, -- - forment I'ensemble
des entiers rationnels que 1'on note Z.

3) On désigne par C I'ensemble des nombres rationnels —%. -2, —1.
—11—8. 0.1. 4.%

Soit E un ensemble. Pour dire qu'un objet z est un élément de E, on
écrit » € F et on lit « » appartient & E », et pour dire que x n’est pas
un objet de E on écrit * ¢ E et on lit « x n'appartient pas & E ».

Un ensemble est vide sl n'a aucun élément; l'ensemble vide est
noté .

Inclusion — Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus
dans F et on note £ C F ou F D E si tout élément de E est élément
de F. On dira alors que E est un sous-ensemble de F ou que E est une
partie de F.

E=FstECFetFCE.
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OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES ENSEMBLES

Intersection — Soient E et F deux ensembles. Leur intersection
est 'ensemble des éléments qui appartiennent simultanément a E et a
L1 cet ensemble se note ENF.Si ENFE = @ on dit que £ et F sont
disjoints.

Réunion — La réunion des ensembles E et F est 1'ensemble des
éléments qui appartiennent & F ou a F: cet ensemble se note E'U F.

Complémentaire — Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle
complémentaire de 4 par rapport & E. |'ensemble des éléments de E qui
n'appartiennent pas & A: on note cet ensemble CgpA.

Propriétés des opérations élémentaires
Proposition
Soilent A. B et C trois parties d'un méme ensemble E. Alors:
HANB=BNA
2)AUB=BUA4
N(ANB)NC=4n(BNC)
H(AHAUB)UC=4AU(BU()
NAN(BUC)=(ANB)U(BN(C)
6) AU(BNC)={AUB)N(4UC)
NCe(ANB)=CpAUCeR
8) Ce(AUB)=CgANCgB

Démonstration

1)r e AN Bsietseulementsiv € det x € B.doncr € ANBsiet
seulement s1 x € B et x € . c'est-a-dire si et seulement si x € BN A.

Nre€ AUBsiet seulementsir € A ourxr € B. doncr & AU B sl
et seulement sixr € B ou x € A. ce qui revient a dire que r € AUB s1
et seulement si r € BU A.

Nere(ANB)NC siet seulement st x € AN Betxr e C.cequi
équivaut ar € Hetr € Bet r € (.

Demémeas € AN (BNC)sietsenlementsir € detr € BN(C et
cela équivaut ar € detre Betz e C.

Hre(AUB)UC siet seulement sir € AU B ou » € (. donc si et
seulement siz € Aouxr € Bouxr € (. Dautre part £t € 4U(BUC) si
et seulement sizr € Aour€e Boure (.

e AN(BUC) si et seulement si r € 4 et » € BUC. Ainsi
reAN(BNC)siet seulementsi(r € detre€ Blou(re detre()
ce qui équivautdar € ANBouxre ANC.

6) e € AU(BNC) équivaut a x € A ou x € (BNC) et cette derniére
relation équivaut a (r € AUBetz € AUC).
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rZCeAUCEB equnaut ar g Cepdet g CpB. Autrement dit
r ¢C54UCEB équivaut a:r € detx € B. Donc e € CeAUCgB si
et seulement si v € Cg(4 N B).

8) Posons 4’ = Cpdet B =CgB. On a. daprés 7). Cg(A' N B') =
CeAUCeB' ' Dou: A NB =Ceg(4AUB).

1.2. Construction de ’ensemble
des nombres réels R

1.2.1. Définition

On dit qu'une suite (r,),e:; d éléments de . converge vers un élément
a de _ si pour tout = € et = > 0. 1] existe ny € I tel que l'inégalité
n > ng entraine |z, —a| < =.

DEFINITION

Une suite (x,)ner; d'éléments de 7 est dite de Cauchy si. quel que
soit ¢ € et £ > 0.1l existe np € 17 tel que les inégalités p > ny et
Ip

g > ng entrainent |z, — 4| < =.

1.2.2. Proposition

Toute suite (r,) d'éléments de . convergeant dans _ est de Cauchy.

Démonstration — Supposons que (x,) converge vers a € _ et soit £ > 0.
(z € ). Ll existe ng tel que l'inégalité n > ng entraine |r, —a| < 5. Soit
p. g € 11tels que p > ng et ¢ > ng. Alors

o

[Ip—rqlgl.rp—a|+|rq—a|<§+§:

1.2.3. Proposition

Toute suite de Cauchy d’éléments de 7 est bornée.

Démonsiration — Soit (&, )ner une suite de Cauchy. (r, € 7). 1l existe
ng € I tel que pour tout n € I7. l'inégalité n > ng entraine |z, —r,,| < 1.

On a donc. pour n > ng. tp, — 1 < 2p < xp, + 1.

Posons M = Max[{z, / n <no}U{zn, + 1} et m=Min[{z, / n<
no} U {xn, — 1}]

On a alors m < r, < M pour tout n €I

1.2.4. Proposition

Soient (r,) et (yn) deux suites & éléments dans 3. Si (r,) converge
vers 0 et si (y,) est bornée, alors la suite (z,,y,) converge vers 0.
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Démonstration — Soit M € Jret M > 0, tel que |yn| < M pour tout

n € M. Etant donné € > 0 et ¢ € J. il existe ng € 7 tel que I'inégalité
n > ng entraine ——. Donc pour tout n > ng,on a |rpy,| < ]\7%

M<e.

1.2.5. Proposition

Si les suites (z,) et (yn) d'éléments de 7} sont de Cauchy, alors les
suites (2, + yn). (€n — Yn) €t (z,yn) sont de Cauchy.

Démonstration — Soit M € Q tel que |z,] < Mo et |y.| < Mo pour
tout n € M. Le nombre ¢ € ’Q( 0) étant donné, il existe des entiers
naturels ng et ny tels que pour p. g € N les inégalités p > ng et ¢ > nyg
entrafnent |.L‘p Tq| < 53777 et les inégalités p > ny et ¢ > n) entrainent

lvp — Y| < 33753

Posons ns = Max(ng. n;) et soient p, ¢ € I'tels que p > naet ¢ > n».
On a alors

Qe
[(zp + yp) = (2g + yg)| < |ep — gl +1Yp — Yol < 55— M 12 <z
2¢
[(xp = yp) = (g — Yg)l < [2p — x| + [Yp — Ygl < oM +2 <
(2M)e

leptp — Lq¥ql < |Zpllyp ~ ¥l + lygl ,'l’p — 24| < M + 2 <¢g

1.2.6. Proposition

Soit (2, )nen une suite de Cauchy d'eléments de T. On suppose que
(zn)nen ne tend pas vers 0. Alors il existe a > 0 et ng € N tels que VYn.

: . . 1
I'inégalité n > ng entraine |z | > a. De plus la suite (—) est de
Tn n>no
Cauchy.

Démonstration — On va raisonner par l'absurde en supposant que Va >
0,Vn € N, 3m > n tel que |rn| < a. Soit a > 0. La suite (z,)per
étant de Cauchy, il existe ng tel que n > np et m > mg entrainent
[2m — 2n] < /2.

Maintenant par P’hypothése, il existe n; > ng tel que |z,,]| < a/2.
n > no entraine alors |z,| < |zn — 25, |+ |20,] < @/2+a/2 = a. @
étant quelconque, ceci signifie que la suite (2,)ner tend vers 0. D'ou la
contradiction.

— Soient p et g deux entiers naturels tels que p > ng et ¢ > ng. On
1 Ly ey — .z‘q[
LIp g |zpzq|

. . 1 .
de Cauchy, il en résulte que la suite (—) est aussi de Cauchy.

n>ng

|;rp Iq|, et comme la suite (£ )n>n, est

Posons % 1'ensemble des suites de Cauchy de nombres rationnels. Il
résulte de la proposition 1.2.5. que % est un anneau commutatif pour
P’addition et la multiplication définies comme suit :
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(Zn) + (Yn) = (Tn + ¥n), (zn) - (Yn) = (TaYn).

Il est clair que la suite stationnaire (z,) ol &, = 1 pour tout n € N
est élément unité de cet anneau. Posons %, l’ensemble des suites de
nombres rationnels convergeant vers 0. €, est un idéal de € d’aprés la
proposition 1.2.4.

1.2.7. Proposition

%o est un idéal maximal de ’anneau %

Démonstration — Soit (z,) une suite de Cauchy ne convergeant pas
vers 0. D’aprés la proposition 1.2.6, on peut supposer que &, # 0 pour

. o, . 1
tout n € N, et il résulte alors de la méme proposition que la suite -)
T/,

. . . 1 . .
est de Cauchy et il est clair que le produit (z,) (——) est 1'élément unité
Ln

de €. Comme % est un idéal maximal de €, donc ’anneau-quotient /%o
est un corps comrnutatif.

DEFINITION

Le corps commutatif /%, est appelé droite numeérique et désigné
par R. Ses éléments sont appelés nombres réels.

On peut constater facilement que 'application ¢, qui consiste & as-
socier & chaque nombre rationnel ¢ la suite stationnaire (z,) ou z, = ¢
pour tout n € I, est un homomorphisme injectif de 'anneau @ dans
I’'anneau % de plus si g et ¢’ sont des éléments de Q tels que ¢ # ¢’, alors
la suite (de Cauchy) ¢(q) —¢(q’') = (zn) ot &, = ¢—¢’ pour tout n € N,
ne converge pas vers 0. Donc si ’on pose p la surjection canonique de €
sur R ’application ¢ = p o ¢ est un homomorphisme injectif du corps Q
dans le corps R. Le morphisme i permet d’identifier la classe modulo %,
des suites de Cauchy convergeant vers ¢ au nombre rationnel ¢, et par
la suite, de considérer @ comme sous-corps de R.

1.2.8. Proposition

L’inclusion @ C R est stricte.

Démonstration — Considérons la suite de nombres rationnels (z,)n>0,
. 1 1 1 -
oz, =1+5+5+ -+

n'

— 1 1 1
Pourp>qona:cp—1'q_W+W...+E_Or
R ORI 5 QU N § P . S
(¢+1)! " (¢+2)! P~ (g+1)! g+1 " (1+q)2

T
(1+qpa-td
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1 1 1
1+ + -+
(+1L g+1 (149
. 1 P 11
(I+gr-atd " (g+ 1)t L qq
g+1

1 .
done |ry, — zgl < — pour p > ¢ > n > 1 ce qui prouve que r = (Iy)

est une suite de Cauchy c’est-a-dire un élément de 4. Montrons que le
nombre réel T qui est la classe de (2,) modulo %, n'appartient pas .
Autrement dit que (x,) ne converge pas vers un élément de .

Supposons le contraire et solent s € [1" et t € 17" tels que lim », =
n—=+40o

s .. . 1 . .
. De l'inégalité 0 < x, — x4 < — pourp>gq > 1, on déduit, en faisant
q9-

. e e, s 1
tendre p vers l'infini. I'inégalité suivante: (1) 0 < i rg < —. car la
qq:
suite (r,) étant strictement croissante. on a z,, < lim r, = - pour
n—+ t

tout m € I7.

S 212 - . .
On prend ¢ > t. comme — — &, est un élément de Z . on peut écrire
t ¢ =

d 1 1 1
f—rg = %.oﬁde:.(l)s“écrit donc 0 < = < —'.d’oﬂ0<d§ - < 3

Ce qui est impossible. Donc le nombre e de Z.. classe modulo %, de la
suite r, = 1+ %—1» et nL n appartient pas 7, on dit que e est irrationnel.

1.3. Relation d’ordre dans R

Nous allons munir ¥ d une relation d’ordre compatible avec sa struc-
ture de corps et qui prolonge l'ordre naturel de 2.

Soit (z,) un élément de %. On dit (x,) est strictement positif s'il
existe 3 € ., 3 > 0 et s'1l existe ng € I¥ tels que l'inégalité n > ng
implique &, > &. On dit que (x,) est strictement négatif si (—z,) est
strictement positif. On note %7 I'ensemble des éléments strictement po-
sitifs de € et €~ 1'ensemble des éléments négatifs de %

1.3.1. Proposition

%.. €~ et €, forment une partition de %.

Démonstration — Soit (z,) € €. On a l'équivalence (x,) € 6 —

lim x, =0, donc
n—-+os0

%:_ﬂcf():%‘:ﬂcgo:w

Supposons qu'il existe (x,) € €7 N%_. Alors il existe ng € T1. 3,9 €
. 3 > 0.4 > 0 tels que pour n > ng on ait: —4 > x, > 3. ce qui est
impossible, donc € NE€- # 0.
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Soit (2n) € B tel que (r,) € €L NE_. Alors

(Va > 0),(a € I)(Yn €IN)(Tmy > n)(TIma > n)(zpm, <aet —a < Ipy,).

Soit £ > 0(s € ). Comme (z,) est de Cauchy. il existe ng € IV tel

que les inégalités n > ng et ¢ > ng entrainent rg — % <rp<zrg+ %
Solent my > ng et ma > ng tels que rpy,, < 5 et —% < Ipm, Ona
alors : . -
xn<£m1+§§s et —sgtm,—§<xn,

donec pour n > npon a: —s < r, <E€.
Il en résulte que lim &z, = 0 c’est-a-dire (z,) € %y. D'ou ¥ =
n—+oc
L UG- U%. Onnote 6, =6, U% et €_ =%F_ U%.

1.3.2. Proposition

Sir=(rp)€E€ et y=(yn) €E¥+. alorsr+y €€ et xy €%y

Démonstration — Si o € 6p et y € 6y, alors r +y € Gy et xy € % car

1 = N i =0.
i (et = Jim st fim o =0

Siz €€l et ye €y, alorsilexiste 3> 0, 3€ Jet n; €111l existe
7> 0.4 € L et ny €N tels que pour n > sup (ny, ny) on ait z, > 3 et
Yn > 7. Donc, pour n > sup (ny.na)on a: rn+y, > 5+4 et 2yn > 37,
Ce qui entraine x + y € €4 et ry € €+.

Sire€%etyeE,. alorsilexiste 3> 0.3 € J.et il existe ng € N
tels que l'inégalité n > ng entraine y, > J: comme lir_}} z, = 0,1l
n—++o

. . 3 ‘
existe n; € M tel que l'inégalité n > ny entraine ~5 < r, < g Donc

3
pour n > sup (ng,n1) on a: Tn + Yn >—§+J:§_

Dot xr+y € %;. Dautre part ona lim z,y, = 0. Dol zy € 5.
n—+4oc

1.3.3. Proposition

Sotent * = (x,) et y = (yn) deux éléments de €. Si r et y sont
équivalentes modulo € et x € €, alors y € €.

Démonsiration — y—x € 6o C 64 et £ € €4 impliquent y = (y—z)+r €
Cy.

REMARQUE

Il résulte de la proposition 1.3.2 que si r € %+ et si y est un élément
de la classe 7 de z dans K, alors y € €}. On dit que le nombre réel T

est strictement positif. On peut vérifier que si 2’ € €~ et y € ¢/, alors
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Y € €, on dit que z’ est un nombre réel strictement négatif. Il est clair
que si ¢ € %y, alors T = 0 est le nombre réel non nul. On note:

R} = % /% l'ensemble des réels strictement positifs.
R* = €~ /%, 'ensemble des réels strictement négatifs.

Ry = %4 /% Vensemble des réels positifs.
B_ = ¥_ /%o U'ensemble des réels négatifs.
Ona:R=RyUR_ et Ry NR_ = {0}.

1.3.4. Proposition

La relation < définie sur R par: ¢ <y <= y— o € B, est une
relation d’ordre total compatible avec la structure de corps de R qui
prolonge 'ordre naturel de Q.

Démonstration — Soitz € Ret ye Rtelsquey—zr € Pret z—y € Ry

Onaalorsy—z=—(z—y) €X_,doncy—z € B, NP_. Ce qui
entraine y — z = 0, donc z = y.

Sotent r e R,y P et :€Rtelsquey—z€Ry et z—y € Ry,

Alors 2 —z = (z—-y)—(y—2) € By. Soit z € PR et y € R. On
ay—cz€RpLouz—y € R_, ce qui entraine y < z ou z < y. Si z.
z', y et y' sont des réels tels que y — 2z € Ry ou ¢ — 2’ € Ry. alors
(w+y)-(@+2)=(y—2)+{y -2') € Ry

Si x et ' sont deux réels tels que x € Ry et 2’ € By, alors 2z’ € B
De plus il est clair que si a et b sont deux éléments de Q tels que a <&
dans Q, alors a < b dans R.

1.3.5. Proposition

La valeur absolue d’un nombre réel a est le nombre réel positif |a| =
Sup (a, —a).

Soient a, b € R, on vérifie les propriétés suivantes :
1) —|a| £ a <

2) |- a| = a|
3) la+b] < la] + Ib|
4) |ab| = [al o

5)la|=0 <= a=0

1.4. Densité de Q dans R
Axiome d’Archiméde

1.4.1. Théoréme (Axiome d’Archiméde)

Pour tout réel a, il existe un entier m tel que m > a.



Densité de {; dans & Axiome d 'Archiméde 15

Démonstration — Soit (rp) un élément de % représentant a. La suite
(r,) étant bornée dans Q, il existe M = 4 eERet M >0(peet

q
g €1T) tel que glz,| < M pour tout n € N. Comme (M —z,), est une
suite de rationnels positifs ou nuls. sa classe & savoir .M — a est positif

ou nul dans X. On a donc ? > a,doup>a,car p> P En prenant
q q

m=p+l.onam>a.

Corollaire 1 — Pour tout nombre réels a, b avec a > 0, il existe un

entier p tel que pa > b.

. . b
Démonstration — 1l existe un entier p tel que p > —. donc pa > b.
a

Corollaire 2 — Pour tout réel ¢ > 0. il existe un rationnel a > 0 tel
que 0 < a <e.

Démonstration — Il existe p € N* tel que ps > 1. donc, en posant a =

3 [

1
onal<-<es.
P

1.4.2. Proposition

Pour tout nombre réel r et pour tout réel ¢ > 0, il existe un entier p
unique satisfaisant &:

pelr<(p+1)e

Démonstration — Il résulte du corollaire 1 du théoréme 1.4.1 qu’il existe
un entier n tel que nz > |z|. soit —nz < x < nz. L’ensemble B = {m €&
=/ me <} est donc non vide. car —n € B, et est majoré par n. Soit p
le plus grand élément de B. On a pe < x < (p+ 1). Soit p’ autre entier
vérifiant p'se < x < (p'+1)c. On a alors les inégalités: p'z <2 < (p+1)¢
et p¢ < x < (p' + l)e qui entrainent les inégalités p’ < pet p < p', dou
p=r.

1.4.3. Définition

Soit & € R. On appelle partie entiére de r 1'unique entier p € Z tel
que p < r < p+ 1. On note

p=E(z) ou p=I[z].

1.4.4. Proposition (Théoréme de densité de Q dans R)

Soient r et y deux nombres réels tels que r < y, il existe r € J tel
quer <r<y.

Démonstration — Soit ¢ € 11~ tel que ¢(y — z) > 1 et soit p I'unique

. o 1
entier satisfaisant: p- — < x < (p+1)-—-. On a alors
q

| =
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1
> Pt
g

1
1'<p+

: 1
et q <y— s) > 1. ce qui entraine r < P2 ety
q
ptl
.

Corollaire — 1l existe entre deux réels distincts une infinité de nombres
rationnels.

doux < E:—l < y. Il suffit de prendre r =

1.4.5. Proposition

Entre deux rationnels distincts il existe un irrationnel.

Démonstration — Solent r et y deux rationnels. < y. et soit s un
nombre irrationnel strictement positif (par exemple s = e). Il existe un
entier ¢ € I3~ tel que ¢(y — ) > s. On a alors

s s . .
r<r+-<y etr+4 — estirrationnel.
q 9

1.4.6. Définition

On dit qu'une partie A de = est dense dans = si entre deux éléments
distincts quelconques dans X, il existe un élément de A. Ainsi G et Cz7
sont denses dans =.



Chapitre 2 : LIMITE ET
CONTINUITE

Introduction

Le concept fondamental de 1'analyse est le concept d approximation :
soit £ un nombre réel strictement positif. On dit que le réel r est une
approximation de rq & £ prés si |r — ro| < 2. Si = est assez petit (selon la
précision souhaitée). on dira alors que x est voisin de 2y et on notera x ~
ro. Pour obtenir des énoncés mathématiques. il faut toujours indiquer a
quelle précision un nombre est voisin d'un autre. De méme on dira qu'un
sous ensemble S de = est arbitrairement voisin d'un réel xq. si pour tout
¢ > 01l existe x € S. qui approxime ry & £ pres.

Soit une fonction réelle de la variable réelle f : S — = ou S est un
sous-ensemble de = arbitrairement voisin de zy. Peut-on approcher le
nombre f(r) pour x € S et voisin de ro? La premiere idée est de dire
que si x ~ rq alors f(zx) ~ [ ot [ une constante réelle. Cela revient &
approcher la fonction f par une constante: ce qui conduit au concept
de limite de f au point xg. Si f est définie en zg et | = f(ro). on
a alors la notion de continuité de f en xo. Dans les autres chapitres
on cherchera & améliorer l'approximation de f par une fonction affine
(notion de dérivée). ou une fonction polynéme (développements limités).

La définition de la continuité. exprimée en termes de propriétés du
systéme des nombres réels. a été formulée pour la premiére fois par le
mathématicien frangais Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Sa défini-
tion. encore utilisée de nos jours. est plus facilement explicitée grace au
concept de limite que nous abordons d'abord dans la premiére partie de
ce chapaitre.

2.1. Sous-ensembles bornés de R
Intervalles de R

2.1.1. Définition

Un sous ensemble £ de = est dit majoré (respectivement minoré) s'il
existe un nombre réel A tel que:
Vee E.xr <A (resp. x > A)

A s’appelle un majorant (resp. un minorant) de E': E est dit borné s’il
est majoré et minoré.
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2.1.2, Définition

Soit E C =; une borne supérieure de E est un majorant M de E tel
que, pour tout majorant A de £, ona A > M.

De méme une borne inférieure de E est un minorant m de F' tel que.
a < m pour tout minorant a de E.

2.1.3. Remarque

Si E admet une borne supérieure A\ (resp une borne inférieure m).
alors M (resp m) est unique.

En effet, soit A’ une autre borne supérieure, comme Al est un ma-
jorant, M > Al’, comme A’ est un majorant. M’ > A dou M = A,

On démontre de la méme maniére l'unicité de m. On notera alors:
M =supE;m=1infE.

La définition 2.1.2 est équivalente & la définition suivante.

2.1.4. Définition

Soit E C R. M est la borne supérieure de E si et seulement si
HDvreFE <\

nyVve>0,dx € E.x > M —=.

De méme m est la borne inférieure de E si et seulement si:
WVYreE x>m

MVe>0,dre E.r <m+e.

2.1.5. Définition

Soit f: E C 2 — K une fonction. On dira que f est maJoree (resp.
minorée) sur E. si f(E ) est majoré (resp. minoré) dans =

La borne supérieure M (resp. la borne inférieure m) de f sur E est
la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de f(E). si elle existe.

Notation: M = sup f(x): m = inf f(x).
reE r€E

2.1.6. Exemples

1) L’ensemble des entiers positifs n'est pas majoré (proposition 2.1.8),
par contre il est minoré et 0 est sa borne inférieure.

2)E={r€R r>0etr?< 2} est bornée: 0 = infE, et /2 =
sup E. On remarque que la borne supérieure \/2 n’appartient pas a E.

3)E={1.}% ~....} est borné. 1 est la borne supérieure et 0
est la borne infér leure qm n apparnent pas a E.
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2.1.7. Propriété fondamentale

L’ensemble des nombres réels posséde une propriété fondamentale,
que ne vérifie pas I’ensemble des nombres rationnels, et qu’on admettra
dans la suite:

— tout sous-ensemble non vide de B majoré admet une borne supé-
rieure;

— tout sous-ensemble non vide de [k minoré admet une borne infé-
rieure.

Comme application de la propriété 2.1.7, on a la proposition suivante :

2.1.8. Proposition

L’ensemble 14 des entiers naturels n’est pas majoré dans R. En par-
ticulier s1 @ € R est tel que:

1
VYn € N7, 0<a< —, alorsa =0
n
Démonstration — Supposons qu’il existe un nombre réel b majorant I,

On aura b > n pour tout n € N. D'aprés 2.1.7, I admet une borne
supérieure M >0 commel > 0,ona M <M + 1.

Donc M —1 < M et M — 1 n’est pas un majorant ; donc il existe
ng€ENtelque M ~1<ng;dot M <1+ng. Commel+ng€ N;ona
la contradiction.

— Soit a € R tel que 0 < a < % pour tout n € N*; si a # 0, alors
n < % pour tout n € N*. Ce qui est impossible d'aprés ce qui précéde.

En particulier si a € B, est tel que pour tout ¢ > 0, a < ¢, alors
a = 0. Nous aurons & utiliser ce résultat & maintes reprises par la suite.

2.1.9. Définition

Un intervalle I de R est une partie de R ayant 1'une des formes
sulvantes :

[a,b) ={reR/a<z<b}; [a,b[={reR/a<r<b};
Ja,bj={zeR/a< e <b}; Jo,bl={reR/a<z<b};
|—,al={zeR/z<a}; |-x.a={zeR/z<a};
[a.+x[={r€R/zx > a}; Ja.+0[={rcRK/r>a}; R; 0.
Un intervalle peut étre caractérisé par une propriété locale comme le
montre ’énoncé suivant :
2.1.10. Proposition

Une partie I de R est un intervalle si et seulement si

VaeI,Ybel, a<b=[abCI. (1)
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Démonstration — Supposons I # (0. La condition (1) est évidemment
nécessaire d'aprés 2.1.9; elle est suffisante : en effet si J n’est ni majoré.
ni minoré, pour tout r & X, il existe a.b. € [ tels que a < r < b. donc
d'aprés (1) £ € I et I = =x. S1 ] est majoré et non minoré. soit b = sup I;
pour tout = < b il existe alors a.c € [, tels que a < & < ¢ < b. donc
z € I, et I ne peut étre que ] — >, b] ou ] — x, bl.

Par un raisonnement analogue on montre que si I est minoré et non
majoré I =la,+x[ou [a.+x[. ot a = inf /.

Si I est majoré et minoré le méme argument montre que I a l'une
des formes suivantes: [a, b]: Ja.b[: Ja.b]: [a.b[ avec @ = inf ], b =sup I.

2.1.11. Extrémités et points intérieurs d’un intervalle
2.1.11.1. Définition

Soit I un intervalle de 2. On appelle extrémités de I. infI et sup /.
quand ils existent.

Un point xo € [ est un point intérieur de I si et seulement si:

[
Ja > 0 tel que Jeg — a. 2o + «[C . On note [ l'ensemble des points

7]
intérieurs de /. On dira que [ est ouvert si et seulement si: / = [,

2.1.11.2. Propriétés

On établit facilement les propriétés suivantes:

1) Les extrémités de /. quand elles appartiennent & /. ne sont pas
des points intérieurs de I.

[ [

2) Soient [ et J deux intervalles de k. S1 1 C J. alors I C J.
¢
3) Si I est un intervalle de X, il en est de méme de 7.

o
4) I =1 — (les extrémités de I).

2.2. Limites
2.2.1. Définition

On appelle voisinage d’un point g de X de rayon a > 0. et on note
Vo(ro). I'intervalle ouvert centré en xg: Jrg — a,rp+ af.

2.2.2. Définition

Soit S un sous ensemble non vide de K et g € R. On dira que S est
arbitrairement voisin de xrg, et on notera S ~ zg. st pour tout £ > 0, 1l
existe r € S tel que |r ~ xo| < €.

En d’autres termes:
S~zg.&Va>0. S,=5nNV,(x0) #0.
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Sa s’appelle la trace dans S du voisinage 17, (o)

2.2.3. Remarques

1) S est arbitrairement voisin de chacun de ses points. Un point
r € S tel qu'il existe V, (). vérifiant 1, (2)N S = {r} s'appelle un point
isolé de S.

2) Si S~ xp. xy € X, tout sous ensemble S de S n'est pas nécessai-
rement arbitrairement voisin de rq. Par contre si S’ est la trace dans S
d’un voisinage de rg, alors S’ ~ rg.

2.2.4. Définition

Soient zg € k., S une partie de X arbitrairement voisine de rq. et
f S — 7 une application. Soit / € Z.. On dira que f{r) a pour limite !
quand & tend vers rg, en restant dans S. si et seulement si:

[ ViL(l).3Vs(z0) tel que £(SN Vi(zo)) C 1;(1)j

ou en faisant intervenir les rayons des voisinages :

{v5>o.35>0.(|x—x0| <betreS=|fx)=1<s)

(Ce qu’on notera par:

xli}yo flz) =1 ou f(z) -1 quand z — g
res

en omettant S, si le contexte ne laisse pas d’ambiguité a ce sujet.

2.2.5. Remarques

1) Dans la définition 2.2.4 1 (l) est en premier lieu spécifié: V5(xg)
pouvant alors dépendre de V7, (I).

2) La notion de limite de f en o dépend de I'ensemble S. Toutefois :

2.2.6. Proposition

Soit f: S CE — Z.5~ xg. Soit 5’ un sous-ensemble de S, tel que
S~ Friy) s

Ili}r?l) flz) =1 et ,lif}]o flz)=m
r€S res’

alors [ = m. En particulier si f admet une limite en zg, cette limite est
unique.

Démonsiration
. - ‘.l‘—.l‘()‘ < 4y 3
lim f(x) =0l=V=s>0, 30, >0: = |flz) =< =

b res 2
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de méme

Tr—ZTo e S/

- g
lim f(.r):m:>352>0:{[r Zol <& :>|f(:c)—m|<%.
I
res’

Soit § = inf(dy,d2). Si |x — zo| < 4, avec z € S’ alors
€ 3
U= m] < W= fle) + F(&) = m <l = F(&)| +1f(z) —m] < 5+ 5 =

ainsi |l — m| < ¢ pour tout € > 0. Donc |l — m| = 0 (Proposition 2.1.8)
et =m.
2.2.7. Proposition

Soit f:SCR—->X,z0€R,S~uxg
et Sq = SN)zg —a,zg +al.a > 0. Alors:

lim f(z) ={ & lim f(z) =1

=T

r€S €S
Démonstration
xl—i->nrlg f(z) =1 & VV(D).3Vs(x0), F (SN V(o)) C Ve(D).
T€S

Puisque Sy ~ 29, Sa N Vs(zg) # D et
F(SanVs(zo)) C F(SNVs(20)) S Ve(l)
d’ol xli}nrlo f(z) = {. Réciproquement on a,

r€Sys

lim f(z) =1 & VV.(1).3Vs, (z0), f (Sa N V5, (z0)) C Ve (0).

)
T€Sa

Soit &5 = inf(e,d1),
SN V(o) = Sa NVz(xo) C So N Vs, (z0)

et par suite
f(§NVEz(x0)) C Ve(l)
donc: rl_i}rgo fle) =1
res

2.2.8. Remarques et exemples

1) Pour chercher la limite de f(z) au point o, 2o € S et S ~ xg, on
pourra se restreindre 4 la trace S’ d’un voisinage de o sur S.

2) Si f(x) > | quand ¢ — 2o, ¢ € S, alors pour tout sous-ensemble
S' de S tel que S’ ~zgona: f(z) >l quandzc - z9, T €S
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La réciprogue n’est pas vrale en général. En effet soit la fonction

f : R — [ définie par:
1 sizel
f(x)’{o sizgd

alors pour tout ¢ € ¢, lim f(z) = 1. alors que lim f(xr) n’existe pas. En
€T €R

effet, on sait que tout intervalle ouvert non vide contient au moins un

nombre irrationnel; d'ou pour tout a > 0. f(RNV,) = f(V,) = {0.1}.

Poure = 1. f(Va(q)) ¢15.8[= Vi(1).Va > 0. D’ot lim f(z) n'existe
z€R
pas. car elle serait égale 4 1 d’aprés la proposition 2.2.6.

3) Soient: St = {x € S.z > 29}, S™ = {xr € S.x < z0}. Si
Il_iglo f(x) = I1 on dira que l; est la limite & droite de f(r) en zg. et
I€5+
on écrira: lim f(r) =1;.

e}
De méme si rl_iglg f(z) =1y, on dira que I, est la limite & gauche de
rT€ST
f(x) en xg et on écrira: lim f(z) =1l.
r=ry
Il_ig_lo f(z) existe & 1) et Iy existent et {3 = [5.

€S
4) Si f(z) = c pour tout x € R, im f(x) = ¢ pour tout zy de K.
r—rg
Si f(z) = & pour tout x € X, lim f(r) = &y pour tout zo de =.
r—Tg

&) I arrive en général que la limite & droite en rq soit différente de la
limite a4 gauche de rq, les deux limites étant elles-mémes différentes de
la valeur de la fonction en rg. Soit f : ] —1.1]> R telle que:

r+1. -1<r<0
fle)=<z—-1, O0<e<l1
0. r=0

On a:
lim f(z)=1; lim f(z)=-1; f(0) =0.
z—0- r—0+
6) Si lim flz) = (. alors il existe k > 0 et un voisinage V' (xg) de zg.

r€S

tels que: Ve € V(xzp) NS, |f(z)] < k.
On dira alors que f est bornée « au voisinage » de zyp.

En effet: pour ¢ = 1 il existe § > 0 tel que si |t — zo| < 6. 2 € S,
If(z) =1 <1don|f(z)] < || +1.

Cette remarque peut servir pour montrer qu’une fonction n’a pas de
limite en un point ; il suffit de montrer qu’elle n'est bornée dans aucun
voisinage de ce point. Ainsi la fonction f(z) = L n’a pas de limite en 0.

T r
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2.2.9. Limite en +2¢ et —x¢

Soit S C . contenant des nombres positifs aussi grands que l'on
veut. c’est-a-dire: pour tout A > 0. il existe £ € S tel que £ > 4. On
notera S ~ +x.

Soit f : S C = — =.0n veut définir la limite de f(x) quand r devient
trés grand en restant dans S (on écrira r — +. ¢ € 5). On suppose que

tous les éléments de S sont strictement positifs. Soit S; = {=. z € S}.
r
alors S ~ +2¢ entraine S; ~ 0.

Posons .X = L et g(X) = f (%) = f(r). lim g(.Y) = ! équivaut
i R X0

X €S,
Ve>0.30>0 (0< X<, XeES)=g(X)=-1 <=

ou encore en posant X = %

Ve > 0. 3-4:51_>0. (1‘>A.I€S):>[f(r)—1(:‘g(i)—l‘<5.
d'ou:

2.2.9.1. Définition

lim f(x) =1{si et seulement si:
X =4
TE€ES

Ve>0.34>0. e >AdetzeS = |fle)-1<e.

Remarque: On peut étendre la définition 2.2.9.1 & une fonction

FiSCEoZE.  S~+x.

méme si S contient des nombres négatifs ou nuls. En effet par un raison-
nement analogue a 2.2.7. en considérant S4 = [4.+x[NS. 4 > 0.0n
montrera facilement que:

1_1111 flo)=le l_{l)gc flz) =1 (1)
r€eS r€5 4

Autrement dit la limite de f(») quand r — +> ne dépend que des
valeurs de f(x) pour z assez grand. « € S.

De méme. soit S C F.posons §’ = {—z,r € S}. On dira que § ~ —x
sl et seulement si $’' ~ +x.
2.2.9.2. Définition
Soit f: 5C 2= 5~ —x.Posons X\ = —r et g(X}) = f(—2)
lim f(x)=1& )\_l_i}r}rloc g(X) =1

= =20
TES xes!

Par un méme raisonnement que dans 2.2.9.1 on obtient :
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2.2.9.3. Définition

lim f(r) =1. si et seulement si:
r—+—oc
r€s

pour tout £ > 0. il existe A > 0. tel que st x < —Ad et x € S, on a:
Flr)— 1] <.

2.2.9.4. Remarques

Les définitions 2.2.9.1 et 2.2.9.2 raménent la définition de limite
d'une fonction en +> ou —x, a celle d'une fonction en 0. Donc tous
les théorémes qui vont suivre sur les limites en ro € = seront valables
pour les limites en +>c ou —x. En particulier la proposition 2.2.6 et la
remarque 2.2.8, 6) s‘énoncent ainsi pour +> par exemple:

2.2.9.5. Proposition

Si ligrn f(x) = 1. alors [ est unique.
r€S

En outre. il existe k > 0 et A > 0. tels que s & > A. r € S. alors
|f(x)] < k. On dira alors que f est bornée au « voisinage » de +oc.

2.2.10. Limite d’une suite

Un cas important est celui ou S = NV~: Une application f : V™ —
= est appelée une suite. En posant f(n) = r,. une suite de nombres
réels sera alors notée par (ry.rs.r3. -+ .In.---) ou simplement (r,).
La notion de suite extraite d une autre suite jouera un role important
dans la suite.

2.2.10.1. Définition

Soit f : ™™ — = une suite de nombres réels: une suite extraite de f
est un suite f o2 17" = = ol » est application strictement croissante
de [T —» 11~

Notation: Si f(n) = r,. on notera (f o 2)(k) = r_ k) = &n,. OU
2(k) = ng.
2.2.10.2. Remarques

1) Si ¢ : I — 11" est strictement croissante alors p(n) > n pour
tout n.

Faisons un raisonnement par récurrence :
Pour n = 1. p(1) > 1: supposons ¢(n) > n. dans ce cas:
e+ l)>pn)>2n=>¢n+1)>n+1. Dol.Vrnel™ p(n) > n.

2) pour tout A € Z3. 1l existe ng € 1™ tel que ng > 4. D'aprés 2.2.9,
N ~ 4+ et on peut parler de limite d 'une suite quand n devient grand.
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2.2.10.3. Définition
Soit (x,) une suite de nombres réels définie par I’application f : I1* —

RR. On dira que la suite (z,) admet une limite ! quand n devient grand
et on écrira:

lim &z, =1, siet seulement si. lim f(n) =1L
n—+4o0 n-;-r!-_?c
ner

2.2.10.4. Remarque

Ainsi d’aprés 2.2.9.1. lim z, = sl et seulement si:
n—+2x

Ve>0,34>0:sin>Adonalz, -] <e.

Or il existe ng € N~ tel que ng > A: par suite sin > ng on a
|z, = 1] < =.

On peut alors remplacer A par ng. On a donc:

2.2.10.5. Définition

Soit (z,,) une suite de nombres réels

lim z, ={&Ve>0.3Ing €I tel que si n > ng. alors |z, — 1| < ¢

n—+oxc

2.2.10.6. Remarques

1) §i lim =z, = [, on dira que la suite (xr,) est convergente, de
n—-+oo

limitel

2) D’aprés 2.3.10.2, la définition de la limite d’une suite est ramenée
a celle d'une fonction en +>c. Toutes les propriétés énoncées pour les
limites de fonctions restent vraies pour les suites. On aura donc :

st lim x, =!. alors! est unique.
n—+4oc

En outre il existe k > 0, et ng > 0, tels que si n > ng, |x,| < k. Alnsi
une suite convergente est bornée.

. 1
3) Eremple : Montrons que lim — = 0 pour tout z. r # 0 fixé.
n—toc Nr

. o 1 .
Soit £ > 0: pour £ > 0, il existe ng € IT* tel que — < =z. Donc si
no

1 . 1 . .
n>mngona— < — <zretpar suite — < ¢. On fait un raisonnement
n = ng ne
analogue pour z < 0.

Les propositions qui suivent établissent les propriétés fondamentales
des limites pour les sommes. les produits. les quotients. les inégalités de
fonctions ainsi que pour les fonctions composées.
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2.2.11. Propriétés fondamentales
2.2.11.1. Proposition:

Soient SC R, rg € R, telque S~ xp, f: S 2 Retg:S5— R, telles
que:

Il_i»rp0 flz)y =1 et Il_iglo g(z) =m
z€S €S

alors :
lim (f +9)(2) = lim (f(2) +9(2) =+ m.

€S €S

Démonstration — Soit € > 0; comme lim f(z) =1{, 3§ > 0:
Tr—To

Ve e S, <[.l'—ro|<51:>|f(.z)—l|<%).

De méme 36, > 0: Ve € S. (Jz — xo| < &2 = [f(x) —m| < §).
Posons ¢ = inf(dy,d2). Si |[¢ — x| < 4,2 € S. on a:

|f(z) +g(z) =1 —m| < [f(z) =] + |g(z) —m| <

N ™

Donc I_lg_nro(f+g)(£) =l+m.

2.2.11.2. Remarque

Dans la démonstration de la proposition 2.3.11.1 nous avons utilisé
le principe suivant: si une inégalité est vérifiée pour |z — x| < &1 et
une autre a lieu pour |r — zo| < &9, soit § = inf(81,68,); alors pour
|z — o] < & les deux inégalités sont vérifies simultanément. Dans les
preuves qui vont suivre, on utilisera souvent ce principe. On passera
directement a d, sans mentionner les 61,85,683. ... intermédiaires.

2.2.11.3. Proposition
Solent SCR, f:S—>Xetg:S -2, 0k, S~ xp.
si lim f(z)=1let lim g(x)=m
r—=To I—rTo
alors: lim (fg)(z) = lim (f(z)g(x)) =Ilm
r=T0 r—rg
Démonstration

Ve > 0,36 > 0 tel que,si |r — 2| <d. 2 €S ona:

1 ¢ .

If(z) =1l < e Lm f(z) =1
1 ¢ .

lg(z) —m| < M+ 1 car I_lgglrog(.v)_m

|7 (z)| < |I] + 1 (remarque 2.2.8. 6)
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d'ou

— flx)m 4+ f(x)m —lm|

Slfrllgr—m|+|'n||f )~
1 = 1
U+ D5+ 3
< (| 2+ ||+1|'|
<iit_,
Sytg=e

2.2.11.4. Corollaire
Soient f: SC= 3B . g SCR—-3F.2g€Z. S~rget AeR.
Si lim f(z) =1, alors lim Af(z) =
r—Io

r—ro

2.2.11.5. Exemple

Soient P(z) un polynéme en r. et g € =, on a: lim P(x) = P(xg).
r—ro

En effet P(r) = apr® + ap_12”" ' 4+ -+ ayr +ap ol a; € = pour
tout p. 0 < p < n.

rl_iglo ol = 2f (proposition 2.2.11.3)
et
zllg}o aprf = arf (corollaire 2.2.11.4)
d'ou

lim P(x) = P(rq) (proposition 2.2.11.1)

r—=ro

2.2.11.6. Remarque
Sotent f : S C = —> >, rg €. 5 ~ xg. S1hmf ) =01 #0.

. existe § > 0, tel que:

N} o~

alors: pour = = ‘

si|le—xo| <6, |f(2) =1 < {l‘
. l l

d'ou |f(1‘)|2|1|—‘§‘:’—‘>0.

Ainsi si lim f(x) =1 # 0 alors f(x) ne s’annule pas pour les points
de S voisins de rg.
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2.2.11.7. Proposition
Soient f:SCZ = =.x0€>.5 ~ xg,
1 1
si IILI?O fle)y=1letl#0. alors: Il_iglo ) =7
Démonstration — Soit £ > 0. 38 > 0 tel que. si |z —zg| <, x €Sona:
! 2
ey =< |5 e 1) - 11 <3 ()
D’apreés la remarque 2.2.11.6 on peut choisir 4 tel que f(r) # 0 pour
|r—zg| < 6. 2€S.
l
=112 5]
par suite:
‘ 1 __}‘_Il—fTrH
flx) 1 | ()]
S_le'—f(ﬂﬂ
L.t
< 2:
-2
2.2.11.8. Corollaire
Solent f : S C 7 - . g: S5 C=*—> = 2 €= 5~ xo
l
Si lim f(z)=1! et lim g(z)=m#0 alors: lim (2) = —.
rro 520 r=ro glr) m

, tels que

2.2.11.9. Exemples
1) Soient P(r) et @Q(x) deux polvnomes en r. xo € =

Plr) _ P(xo)

Q(xo) # 0.
Comme Iliglo Q(z) = Q(zg) # 0. alors rliglo 0w = Olzo)’
2) Montrons que lim tgr = 0. On peut se restreindre au cas ol
S=l-r.i[  (228.1)
On peut facilement démontrer géométriquement. en considérant le
cercle trigonométrique. que:
|sinz| < [xf. (1)
De cosr = 1 — 2sin® ; et (1) on déduit
I
[cose —1} =2 sm“g‘g? (2)
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Pour ¢ > 0, soit §; = ¢; si |z] < 47,

alors |sinz| < |z| < e, d’'ou limsinz = 0.
r—0

De méme soit d = v/2¢: si |2] < d2
z? 42

alors {cosz — 1] € — < = =¢, d’ou limcosz = 1.
2 2 =0

Par suite d’aprés le corollaire 2.3.11.8

rh_r&)tg( )_}1—% cosr 2

2.2.11.10. Proposition
Soient S C Ret g € R, S ~ zg et soit f : S — R une fonction

positive. Si lim f(z) existe et vaut /, alors [ > 0.

1

5

36 > 0 tel que » €lrg — 6,29 + [N S entraine f(z) €]/ — %,l—i— %[

[ l
1+ |2| 5 < 0 implique f(r) < 0 V& €l — 8,29 + [N S, ce qui est

contraire & I’hypothése.

Démonstration — Supposons [ < 0; soit € =

Corollaire — Soit S ~ zg et soient f : S = B et g : S = R deux
fonctions sur S telles que f(z) < g(z), Vz € S. Si hm flz) =1 et

T-»Tq

lim g(z) = m, alors [ < m.
I—To

Démonstration — La fonction ¢ = g — f étant positive sur S, la propo-
sition précédente entraine lim ¢ = m —1 > 0. D'ou le résultat.
I—TIo

2.2.11.11. Remarque

SowntSCRroE? S~rp, f:S—>FE.g: b—-)P et h: 5—)3
telles que f(x) < h(z) < glx), pour & € S,, (So = Valxo) N S), s
li)m glz) = llm( ) =1 alors: lim h(z) =1.

IT=+Tg

Démonstration — Soit £ > 0. 3§ > 0, (I:c —rol <= |flz) -l < Z)

et (|r-—1:o|<5$|g(x)—l|<%).

Par suite
If(z) = g(x)| < |f(x) =1 + [g(z) =

<

=+

NN
=,
r| ™

D'ou
|h(z) =1 < [h(z) = f(2)|+]f(x) =1 < lg(x) = f(2)[+]f(z) =] < e
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2.2.11.12. Exemple

. sinx
lim =1
r—0 r
. S sin &
On peut se restreindre au sous ensemble S =] — £. Z[: comme est
. . o - . . sing
paire, on peut se restreindre 4 .57 =]0. £ : en effet si lim = 1. alors
. - r—0+ X
. sinr
lim =1.
r—=0- X

Considérons la figure suivante:

C
B
X
-
0 A
0A=1

FIGURE: 2.1

™

On a pour x €]0. 5[:
surface du triangle AOB < surface du secteur circulaire AOB

< surface du triangle O AC

< S r X tgx
1

- sinr >0
sinr cosx

=1<

sin
=1>

>cosz. z€]0, g[

) . . sinr
Comme lim cosr=1let lim 1=1.0ona lim =1.
r—0+ r-+0+ r—0+ I

2.2.11.13. Proposition
Soient f:S > =.¢9: T o5 telleque f(S)CT.xpExet S~ xo.
Si lim f(z) = yoetT ~ yo.etsi lim g(y) = alors: lim g(f(x)) =1
r—=Zo Yy—r¥o

r—=rg
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Démonstration — Pour z > 0. il existe § > 0 tel que. |y — yo| < 6 et
y € T entrainent (1) |g(y) — 1] < =: d'autre part il existe d; > 0 tel que.
sile—rgl < dr etz eSS onalf{r)—yl <d. Dot l|r—2g| <6 =

lg(f(x)) =1l <=
2.2.11.14. Proposition
Soit f:S — . et soit rg € = tel que S ~ xg.
Alors E}n f(z) = Isiet seulement si pour toute suite (r,) d'éléments
de S comfergeoant vers rg. la suite f(z,) converge vers l.
Démonstration — Supposons que Ili_}n;ﬂ flx) =let soit g=I"™ — S une

suite telle que lim g¢(n) = zg.
n—+4oc

On a: liI}_l flg(n)] =1 c'est-a-dire lim f(z,) =1 (2.2.11.13)
n—+2oC

n—=+

Réciproquement supposons que pour toute suite (r,) convergeant
vers ry. la suite (f(x,)) converge vers [. Démontrons (par 'absurde) que
hm f(z) =1
I —rg

Supposons le contraire. Alors 3= > 0 tel que pour tout n € I™ il

. - 1 .
existe r, € S tel que |r, — 29| < — et |f(zn) — 1| > <. La suite (x,)
n

ainsl construite converge vers rq. alors que la suite (f(z,)) ne converge
pas vers [. ce qui contredit I'hypothése.

2.2.11.15. Exemples
1) Soit f(x) = sin%. r € = — {0}. Montrons que f(r) n'a pas de
limite en 0.

. . 1 1
Soient les suites (r,). (yn) telles que v, = — et y = ———
nw 2n7w +

[N

lim rp,=0et Im y,=0.
n—+oc n—+oc

or f(ry)=sinnr=0= lim f(x,)=0
n—=a4x
flyn) = sin(2n7 + E) =1= hm f(y.)=1
2 n—=+-c
d’aprés 2.2.11.14. f(r) n’a pas de limite en 0.
.1
2) Soit f(z) = rsin—, » € = — {0}. Montrons que lin}) flz)=0.
£ r—

Comme f(z) est paire on peut se restreindre a = — {0}. Or

1 o1
-1 <sin—-<1= —r<zesin= <z (r>0)
r r

.. . 1
d’ol d'aprés la proposition 2.2.11.11 hn})rsm —=0.
r— £
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2.3. Application aux suites

En appliquant les résultats du 2.2 aux suites. on obtient :

2.3.1. Proposition

Soit (&) une suite convergente de limite /. alors:
a) | est unique,

b) 3k > 0.3ng>0:n > ng = |x,] < k.
¢)S1l#0.3ng>0:n>ng = xy, Z0.

2.3.2. Proposition

Solent (z,) et {yn) deux suites convergentes de limites respectives [
et m. Dans ce cas:

him (zp+yn) =1l+m: lim (2,yn) =1Im
n—4o

n—+osc 4+
. . Iy l .
lim (Azn) = A : Im — =—sim#0.
n—+4+x n—++x Y, m

2.3.3. Proposition

Sotent (), (yn) et (=) trois suites telles que: Ing > 0. tel que pour
n2neey <z < yn-

si lim r,= lim y,=/{ alors: lm :z, =1L
n—+4+oxc n=—4c n—+4oc
2.3.4. Suites monotones de nombres réels
2.3.4.1. Définition

Une suite (&) est dite crowssante si x, < rpy41 pour tout n > 1.
Une suite {(x,) est dite décroissante si 2, > rp41 pour tout n > 1.
Une suite est appelée monotone si elle est croissante ou décroissante.
Les suites monotones sont agréables a étudier. car leur convergence

ou leur divergence est facile 4 déterminer. En fait on a:

2.3.4.2. Proposition

Une suite monotone converge si et seulement si elle est bornée.

Démonstration — D’aprés la proposition 2.3.1 toute suite convergente
est bornée.

Réciproquement soit (r,) une suite monotone bornée. Supposons
(zn) croissante. (r,) bornée équivaut a dire que le sous-ensemble E =
ST TN Iy....} est majoré et minoré. Soit L = sup E. Alors pour
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D’aprés la définition de sup E, pour tout ¢ > 0, il existe un entier
ng tel que z,, > L — ¢. Comme la suite est croissante, pour tout entier
n>ng, o, >L—e. Dot |r,— L =L-=xz, <¢epour n > ng et par
suite la suite (z,) converge vers L.

Un raisonnement analogue s’applique dans le cas ou (x,) est décrois-
sante en utilisant ! = inf E.

2.3.4.3. Remarque

Toute suite bornée n’est pas convergente comme le montre I'exemple
zn = (—1)". Toutefois de toute suite bornée on peut extraire une suite
convergente.

2.3.4.4. Théoréme (Bolzano-Weierstrass)

De toute suite bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration — Soit une suite (z,).x, € [a,b],a < b, posons A, =
{zn. Zps1.- },MEN*. A4, D42 D A3D ... Ap D Anys

A, étant borné. soit b, = inf.4,:on a b, < b1, ¥n > 1 la suite
(bn) étant croissante et majorée. a une limite L.

Comme b, = infA,, Ve > 0,Yn,Im > n tel que z,, < b, + € et
Im 2 by

Ainsipour e =1,3dn; > 1, zp, < by +1

! Ing > 2n1 > n; tel < ban, + =
our £ = —, In n ny tel que ., —
pour on; 22 1 1 que Ty, 2n, 2?1
1
pour £ = —, 3ng > 2ny > ny tel que z,, < bop, + —
2n» 2722

1
pour £ = o Ink41 = 2ng > ng tel que Tp,, < bop, + ——.
ng 2ny

L’application k¥ — nj est strictement croissante.

Comme limb, = L, on a:

Ve > 0,3ng tel que, n > np = |by, — L| <

N ™

1

Soit kg tel que o < %, et k1 > ng. Soit ko = sup(ko, k1) : pour k > ko,
0

ona:

|'rnk - Ll < I'T"k - bznkl + lbf-’nk - LI

52—1—— E, car 2ng > np > k > ko > ng
ng
£ € 1 1 €
—Ll< Z+= R A S
|Zn, Ll_2+2, car2nk<k<]1_<2

Par suite (z,,) est une suite extraite de (z,). convergeant vers L.
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2.4. Suites de Cauchy

Une classe importante de suites convergentes dans R est constituée
par les suites de Cauchy. En fait la propriété pour une suite d’étre de
Cauchy caractérise les suites convergentes dans R.

2.4.1. Définition

Une suite (x,) dans R est dite une suite de Cauchy si et seulement si :

Ve > 0,3ng(¢), no(e) € N”, tel que si p,q > ng, alors |z, — 24| < e.

2.4.2. Propriétés des suites de Cauchy

2.4.2.1. Toute suite (z,) convergente est une suite de Cauchy

En effet si  lim =z, = 1. Soit € > 0, Ing(¢) € N~ tel que si p,g > ng
n—+400

£ £
ona:|1‘,,—l|§§et Izq—l|§§
D’ou:
e ¢
|xp—.rq|§|zp—l[+|xq—l|§§+§:s.

¢ étant quelconque, (z,) est une suite de Cauchy.

2.4.2.2. Une suite de Cauchy est bornée dans R

Si (x,) est une suite de Cauchy, alors pour ¢ = 1, Ing(l) € N~ tel
que sin > ng.ona |z, —zp,| < 1.

D'ou |z,| < |zn,| + 1 pour tout n > ng.
Si M =sup (Jeil, jzal, - JzTnoli Jnel + 1), alors jz,| < M, ¥n €11,

2.4.2.3. Si une suite de Cauchy (z,) admet une suite extraite
(zn,) convergente vers un point /, alors (z,) converge vers [

Soit (x,) est une suite de Cauchy : soit € > 0, Ing(e) € I¥* tel que, si

p,q > ng alors: |z, — 24| < 3

Supposons que lim z,, = [: 3ko(e) € N™ tel que, si k > ko,
k—+20

[2n, —1] < % Soit k1 = sup(nog, ko) alors pour n > k; on a:

lzn | < |2n — ‘Enkll"’ I-l'nkl =1 <
donc lm x, =1.
n—-+4o00

Les résultats ci-dessous nous permettent d'énoncer I'important critére
de Cauchy pour la convergence des suites de R.
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2.4.3. Théoréme (critére de convergence de Cauchy)

Une suite de nombres réels (r,) est convergente si et seulement si
elle est une suite de Cauchy.

Preuve: si () est convergente. d’aprés 2.4.2.1. (z,) est de Cauchy.

Réciproquement si {r,) est une suite de Cauchy. elle est bornée
d’aprés 2.4.2.2.

Mais d'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass. de la suite (r,,}. on
peut extraire une sous-suite (&,, ) convergente. Donc d aprés 2.4.2.3. la
suite (z,) converge vers la méme limite que la suite (z,,).

2.4.4. Exemple

Soit la suite (z,) définie par:

rn=1ro=2 - rp,= 5(1’,7_3 +r,-1) pourn > 2.
('ette suite n'est pas une suite monotone. Il est facile de voir que
1 e 1
|In—In+1|:§|In—In_1|. d'ot |zp — rpy1| = =T

Doncsim>n 2> ng.on a

I-l'n _£n7| < I-rn _-l’n-}-l[‘Jr‘ l-rn+l "In+2|+"'+ ’Im+1 - Iml

< 1 1 1

St Tt onm

< 1 - 1 4 1 < 1 < L

— 9n-—1 92 gm—n—1 n—2 — Qno—Q
Par suite pour £ > 0 donné. ny est tel que oI < i

Pour m > n > ng on a |r, — &p| < 2. La suite (r,) est donc une

suite de Cauchy. D aprés le théoréme 2.4.3. (z,) converge vers rg € =.
De la relation de récurrence. il résulte que ro = %(ro + xo). ce qui ne
donne aucune information sur ry.

Pour calculer zg. on peut considérer la suite d ordre impaire extraite
de (zn).

1 1+1 1+1+ + 1
r1 = Ll.r3= — .- T9 = —
1 3 2 2n41 9 92n =1
d'ou
1 1 1
m :1 — — R
Pon41 +2(1+4+ +4n_1)
1 1
1 —_1n 1
=1 — . =1 —(1 - —
+2 1_1 +3( 4”)
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. 4 . ) 1
Et lim 41 = 3 D apres 2.4.2.3. lim z, = 3

n—+x n—+4x

2.5. A RETENIR

— Soit f:SC o= .20€=. (S~ xp)

lim f(z2)=1leVe>0.35>0: Ve el |r—xo| <d = |flr)-]] <=

r—ro

On notera lim f(r)=loulimf =1
r—=ro To

[ est unique et il existe un voisinage 1, (xg) de zqg tel que f est borné
dans 1, (zo) N S.

Sil £ 0. il existe 1, (xg) tel que f ne s'annule pas sur 1,(zg) NS et
garde le méme signe que [ sur cet ensemble.

Sous réserve que les opérations solent définies, on a:

hm{f +g¢) =limf +limyg
lim(fg) = (lim f)(lim f)
hm(Af) = A(lim f)

lim f
. f Lo
Im( =) ==
o \ g limg
Ta
— Une suite monotone converge si et seulement si elle est bornée,

— Une suite de nombres réels est convergente si. et seulement si. elle
est de Cauchy.

2.6. Exercices

1) Trouver les limites des fonctions suivantes en justifiant dans chaque
cas les calculs

, - a?
LD s ey 070
1.2) lim m et lim m
r—0+ r—=0- T
R — 2
1.3) lim = A=
A0 h
- . sinr .. . .
2) En utilisant hn}) = 1. trouver les limites des fonctions sui-
r—r I

vantes :
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2.1)  lim s1.n 2z 2.2) lim sin dr — sin 3z
z—=0 siIn.xr z—0 xr
2.3) im 51.n 5z 2.4) lim sin bz —251n 3ml
z—0 sinz z—0 z
1-v1-22 1

t im ——————— = —.
3) Montrer que }‘I_IR) - 5

4) Soit g une fonction bornée sur SC Ret f: S CR =R, telle que
le flz) =0
T—=Tqg

Montrer que: lim f(z)g(z) = 0.

5) Pour tout z € R, montrer que lim existe, et trouver la

o n—++oo 1 4+ nx
limite.

6) (i) Soit b > 1, en écrivant b = 1+ ¢, ¢ > 0, montrer que pour tout
nombre réel B positif, il existe un entier ng, tel que si n > ng, b > B.

(i) Soit 0 < £ < 1. Montrer que lim &" =0.
n

—++00
(iii) Etudier le cas (ii) quand -1 < z < 0.

7) Pour quelles valeurs de z la limite suivante existe-t-elle:

n

f(z) = ? Donner dans ce cas les valeurs de f(z).

m
n—+oo 1 + 7

n

existe.

8) Pour z # —1, montrer que f(z) = lim
n—4+oc T

Calculer: f(1), f(%), f(2). Que peut-on dire de ll_)n% f(z) et 1_1’11_11 f(x)?

9) Etudier les suites suivantes, et trouver les limites quand la suite
converge.

n n+1 n? n? +1
1 = — 2 = —
) 2 n+1 n ) T n+1 n
nm n
3) zn = cos o~ 4) z,= 0

5) 1 =V2et pour n > 1, Tpn =\/24 £n_1

10) Soient (U,) une suite croissante et (V},) une suite décroissante
telles que lim(V,, — U,) = 0. On dira alors que les deux suites sont
adjacentes.

i) Montrer que la suite W, = V,, — U}, est décroissante et en déduire
que V, — U, > 0 pour tout n.

ii) Montrer que les suites (U,) et (Vi) sont convergentes et ont méme
limite.
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|

1 1
!+§+---+;l—!est
)

Application — Montrer que la suite U, =

—p—

convergente (on considérera la suite V,, = Un + —
n!

2.7. Continuité en un point

2.7.1. Définition
Soit f:SCR—-R,z0€ S,

On dit que f est continue en zg, si et seulement si:
rllg}o f(z) existe.
res
2.7.2. Remarque

St cette imite existe elle ne peut élre que f(ro); d’ou:

f continue en 1y & zll)rrx;0 f(x) = f(zo).
€

Il résulte des propriétés fondamentales sur les limites établies au § 2
les propositions suivantes :

2.7.3. Proposition

Soit S un sous-ensemble de R, #g € S et f,g: S — R continues en

xg, alors f +g. Af, fg. ! st g(zg) # 0, sont continues en &zq.
g

2.7.4. Proposition
Soit f: SCR—-a>RB g€ S etg: T CR— Ravee f(S) CT;

si f est continue en zg et g est continue en yo = f(zq), alors g o f est
continue en rg.

2.7.5. Proposition

Soit f: SCR R, xy €S. f est continue en z¢ si, et seulement
sl, pour toute suite (z,) convergeant vers zg, la suite (f(z,)) converge
vers f(zq).

2.7.6. Exemples

— f(z) = = est continue en tout point de R,

1 )
— f(z) = p est continue pour tout x # 0,
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rsin— r . - .
— flx) = r # est continue sur -.. — Toute fraction
0 r=290
. P(x) . . -
rationnelle est continue en tout point ry de =, tel que Q(xp) # 0.

s

2.8. Propriétés des fonctions continues sur un
intervalle

Lorsque le sous-ensemble S de = est un intervalle. on peut établir
d'importantes propriétés des fonctions continues.

2.8.1. Théoréme

Soit f: I C = — =.ou [ est un intervalle de = :s1 f est continue en
tout point de /. alors f([}) est un intervalle de =..

En bref. I'image par une application continue dun intervalle est
un Intervalle. Ce résultat porte aussi le nom de théoréme des valeurs
intermédiaires.

Démonstration — D aprés la proposition 2.1.10, f(I} est un intervalle si
et seulement si:

Yyi.y2 € f(I). y1 < yo = [y1.y2) C fU).

Soit ~ tel que y1 < 5 < yo. Comme y;.y2 € f(I). lexiste 1. 20 € [
tels que y1 = f(r1) et ya = f(r2).

Supposons r1 < ro (on fera un raisonnement analogue si r1 > r2).

Soit € = (2 € [z1.22]. f(z) £ 7): € # 0 car ry € B. G est majoré
par ra. donc 1l admet une borne supérieure ¢ et ¢ € [r1.x0]. donc f est
continue en c.

¢ borne supérieure de % entraine que

1
Vne N, e, EG tel que ), > ¢~ —
n

la suite (z,) converge vers ¢, car |z, —c¢|=c—1r, < —.
n

De f(z,) <~ et l'n}r) f(xn) = f(e) (f continue en ¢ ) on conclut :
n—+4+2x
fle) €4 et par suite ¢ # xo.
Comme c est la borne supérieure de 4. pour tout x €]c. z2).

flr) >~ = lm f(x) = f(c) >~ (f continue en ¢). D'ou f(c) =~.

r—ct
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2.8.2. Corollaire
Soit f : [a.b] — = continue sur [a.b]: si f(a)f(b) < 0. il existe au
moins un point r €Ja.b[. f(¢) = 0.

Lorsque l'intervalle [ est fermé et borné ¢’est-a-dire de la forme [ =
[a.0]. @ < b on a en outre le théoréme suivant :

2.8.3. Théoréme

Soit f :[a,b] = . a <b. abe=. Sifestcontinue en tout point
de [a. b]. alors f est bornée sur [a.b] et atteint sa borne supérieure et sa
borne inférieure.

Démonstration — Montrons d’'abord que f est bornée sur [a. b]. ¢’est-a-
dire qu’il existe un nombre M > 0 tel que |f(x)] < M Vz € [a.b].

Si ce n'était pas le cas. pour tout n € I~ il existerait v, € [a.}] tel
que |f(xz)| > n.

De la suite bornée (r,). on peut extraire une suite (r,,) convergente
vers L € [a.b]. Comme f est continue en L et (r,,) — L. alors

flen,) = f(L).
Soit z > 0. 3kg. tel que

k> koo = [flzn,) = fIL)] <= (1)
Mais de |f(x,)] > n. pour tout n. on tire

f(2n) = L) 2 F(xn) | = D] > fne = Cl ot C = |f(L)]
(2)
Donc pour k > kq. |ny — C| < =. ¢'est-a-dire ny < "+ 2 pour k > kg. ce

qui est absurde puisque . lim ng = +x. Donc f est bornée sur [a.b].
T e

Soit a = sup f(r). Donc pour tout n € I™ il existe z, € [a.}].
refa b)

flza) > a— % et f(z,) <a.Dou

Yn el', |f(:n)—a|<% (3)

la suite (z,) étant bornée. il existe une suite extraite (z,,) qui converge
vers { € [a.b].

Comume f est continueen l et z,, — {. alors f(z,,) — f(I). D aprés (3).
la suite f(z,) converge vers a.

Comume f(z,, ) est une suite extraite de la suite f(z,). f(zn, ) converge
aussl vers a.

De l'unicité de la limite. il résulte que o = f(!).

Pour démontrer que f atteint sa borne inférieure. on peut appliquer
le raisonnement précédent a la fonction (—f).
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2.8.4. Remarque

Les propriétés énoncées dans les théorémes 2.8.1 et 2.8.3 peuvent étre
vérifies par une fonction sur un intervalle, sans que celle-ci soit continue
sur cet intervalle, comme le montre 'exemple suivant :

f:[0,2] = R définie par:

f(w):{x 0<e<1

r-1 l<z<?2

f est bornée sur [0, 2], atteint sa borne supérieure 1 et sa borne inférieure
0, ainsi que tout nombre compris entre 0 et 1, sans étre continue sur [0, 2]
(f n’est pas continue en 1).

2.9. Continuité uniforme
Convergence uniforme

2.9.1. Continuité uniforme
2.9.1.1. Définition

Soit f : [a,b] C R — R continue. On appelle oscillation de f sur [a, b]
et on note w(f, [a,d]) la différence M(f) — m(f), ou M(f) et m(f) sont
respectivement les valeurs du maximum et du minimum de f sur [a, b].

w(f,[a,b]) mesure donc la longueur de Dintervalle f([a,b]).

2.9.1.2. Remarque
Si [e,d] C [a, 8], alors w(f, [c,d]) < w(f,[a. b]).

Ce qui est remarquable pour une fonction continue sur [a, b], c’est
qu'on peut trouver un découpage de [a,b] en un nombre fini de sous in-
tervalles [c,, d;] tel que w(f, [c;, d;]) soit arbitrairement petite pour tout i.
Ce résultat qu’on établira ci-dessous sera employé par la suite pour mon-
trer qu’une application continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b].

2.9.1.3. Théoréme

Soit f une fonction continue sur {a.b]. Pour tout ¢ > 0, il existe un
découpage de [a, b] en nombre fini de sous-intervalles tel que 1'oscillation
de f sur chacun des sous-intervalles est plus petite que ¢.

Preuve — Si la propriété du théoréme 2.9.1.3 n’a pas lieu, il existe
go > 0, tel que Vn € N*, dans le découpage de [a, b] en sous-intervalles
1

de longueur 5, il existe au moins un sous-intervalle [z,,y,] tel que

w(f,[zn,yn]) > €o.
Donc 3eq > 0, et deux suites (z,,) et (y,) de [a, b], tel que si n € F¥*

20 = 4l < = et f(zn) — Flun)| > eo. (M
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La suite (z,) étant dans [a, b], d’apres le théoréme de Bolzano-Weier-
strass (2.3.4.4) il existe une suite extraite (2, ) de (z,) qui converge vers

l € [a,b].

D’aprés (1) la sous-suite (y,,) converge aussi vers [. Comme f est
continue au point [, les suites (f(z,,)) et (f(yn,)) convergent vers f(l)
et donc pour k assez grand

|f(yn) = F(zn )] < 0.
Ce qui contredit la seconde inégalité de (1).

Le théoréme 2.9.1.3 peut aussi s’énoncer de la fagon suivante:

2.9.1.4. Théoréme

Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b]. Pour tout ¢ > 0, il existe
d(¢) > 0, ne dépendant que de ¢, tel que pour tous & et z’ de [a,b]
vérifiant |2 — 2’| <4, on ait:

If(z) = f(z')| <&
D’ou la définition suivante:

2.9.1.5. Définition

Soit f : I C R = R, [ intervalle de R. On dira que f est uniformément
continue sur [ si et seulement si:

Ve >0, 35(¢) > 0, tel que Vr, 2’ € I, |e —2'| < 6 = |f(z) — f(2')]| < e.

2.9.1.6. Remarques

1) Les théorémes 2.9.1.3 ou 2.9.1.4 expriment que toute fonction
continue sur un segment [a,b] est uniformément continue sur [a, b].

Soit f: I CR — R, I intervalle de R. Pour montrer que f n’est pas
uniformément continue sur I, il suffit de montrer qu’il existe ¢y > 0, et
deux suites (z,) et (yn) de I tels que pour tout n € N*

en vl S = et 1f(@n) = Fl3a)] > <o

2) Exemples

a) f(x) = 2z est uniformément continue sur R.

En effet |f(z) — f(y)] = 2|z — y|. Pour ¢ > 0, il suffit de prendre
6==.

1 . .
b) f(z) = 2 n’est pas uniformément continue sur )0, +oo[.

1 . .
En effet, soit gg = 3 et (z,) et (yn) les suites de ]0, +o0o[ définies par:

1
n+1

Tn =

1
et yYyn = —, TLEN*
n
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on a:

1 1
‘-l’n—yn|: -
n

1
nng ) Sa o W) fll=1> g

. . . .
Donc d'aprés 2.9.1.6. 1) f(r) = — n'est pas uniformément continue
r
sur J0. .
On pourra montrer a titre d’exercices que pour tout nombre a > 0.

1 . .
f(r) = = est uniformément continue sur [a. +x]|.
xr

2.9.2. Suites de fonctions. Convergence uniforme
2.9.2.1. Définition

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un ensemble D C =. a
valeurs dans =. On dira que la suite (f,,) converge sur D). vers une fonc-
tion f. si pour chaque # € D. la suite de nombre réels (f,(z)) converge
vers f{z). La fonetion f s'appelle la limite sur D de la suite (f,) et on
note

f= lim (fy) sur D
n—+x
ou
fn —+—> f sur D.
B -

—++2C

2.9.2.2, Exemples
1) La suite (f,) définie par f,(r) = £ converge sur = vers la fonction
nulle r — f(x) = 0 pour tout r € =.

2) Soit D = [0.1] : la suite (f,) définie sur D par f,(r) = r™. converge
sur D vers la fonction f définie par:

0 si0<e<1
flx) = {1 sie=1
~ . , 2+ nrx
3) D = = la suite (f,) définie par f,(x) = — . converge sur D

vers la fonction f : z — x pour tout r € X,

4) D = = la suite (f,) définie par f,(z) = ﬂ(ni—-i_n) converge sur

D vers la fonction nulle.

La définition 2.9.2.1 est équivalente a la définition suivante :

2.9.2.3. Définition

Une suite (f,) de fonctions sur D C .. converge vers une fonction f
sur D. si et seulement si:
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Pour tout z > 0, et pour tout r € D. 1] existe un entier naturel

no(s.r) dépendant de r et de ¢ tel que pour tout entier n > ng(s.x)

ona:
|fo(z) = flx)] <e.
on dit alors que (f,) converge simplement sur D vers f.

2.9.2.4. Remarques

1) L'entier ng intervenant dans la définition 2.9.2.3 dépend en général
de = et de r.

Ainsi en appliquant la définition 2.9.2.3 & la convergence des suites
de 2.9.2.2. on verra que ng dépend effectivement de r et de £ pour les
exemples 1), 2) et 3) alors que dans l'exemple 4). I'entier ny peut étre
choisi de maniére 4 ne dépendre que de <.

2)Si f, — f sur D C = et si pour tout n. f, est continue sur D,
la limite f n'est pas nécessairement continue sur D, comme le montre
l'exemple 2.9.2.2.2).

Une condition suffisante pour que la limite f d’'une suite (f,) de
fonctions continues sur D C =, soit continue sur D est que. pour tout
£ > 0, le graphe de fi, sur D. pour k assez grand, soit compris entre les
graphes de f —c et f+¢.

FIGURE: 2.2

Cette propriété est précisée par la définition suivante:

2.9.2.5. Définition

Une suite (fn) de fonctions sur D C = 4 valeurs dans x, converge
uniformément sur D. vers une fonction f si et seulement si:

Pour tout £ > 0. il existe un entier naturel ny(z) (dépendant unique-
ment de ¢). tel que tout entier n > ng et tout r € D on a:

Ifn(2) = f(x)] <=
2.9.2.6. Remarques

Si (f,) converge uniformément sur D vers f. alors (f,) converge
simplement sur D vers f. La réciproque n’est pas vraie en général comme
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on le voit sur les exemples 2.9.2.2,1),2.9.2.2.2) et 2.9.2.2,3), en utilisant
la proposition suivante :

2.9.2.7. Proposition

Soit (f,) une suite de fonctions convergeant simplement vers f sur
D. (fn) ne converge pas uniformément sur D vers f, si et seulement si:
il existe £9 > 0, une suite extraite (f,,) de (fn), et une suite (zx) de D
telles que:

|Fa. (zk) — fl2k)| > €0 pour tout k € N.

Preuve — D’aprés la définition 2.9.2.5, (f,) ne converge pas uniformeé-
ment vers f sur D, si et seulement si: il existe €y > 0, tel que pour tout
entier ng, il existe un entier n > ng et x,, € D tels que:

[ fn(Zn,) — f(2no)| > €o0.

Ainsi pour n = 1. il existe ny > 1 et 1 € D tel que

|fry(21) = f(z1)] > €0.

Pour n = sup(2, 2n,), il existe ny > n et x2 € D tel que

|[fna(22) — F(z2)] 2 €0.

On construit ainsi une suite (f,,) extraite de (f,) et une suite (ry)

de D telles que:
|fr (2k) = fai)| 2 €o.

Réciproquement il est clair que si la condition |fy, (zx) — f(zk)| > o
pour tout k € N est vérifiée, la convergence n’est pas uniforme.

2.9.2.8. Exemples
1
1) Pour 'exemple 2.9.2.2, 1) si on prend g9 = 3 ne = k et zp = k,
1
alors fi(zk) = 1 et |fi(zx) — f(z)| = [1 = 0] = 1> 5.

Donc la suite (f,,) de I'exemple 2) ne converge pas uniformément sur
R, vers la fonction f, f(z) =0, z € R.

1
2) Pour I'exemple 2.9.2.2,2), si on prend ¢g = 3 = keta, =

1 1/k 1
2 , alors

>

N[ =
O

|fie(zx) = fax)l = |filze)| =
donc la convergence n’est pas uniforme.
3) Pour l'exemple 2.9.2.2,3) si on prend g9 = 1, nix = k, k > 1 et
zi = k alors
[fi(zk) = flze)| =k > 1.

par suite la convergence n’est pas uniforme.
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4) Par contre pour l'exemple 2.9.2.2,4) on a

Vr € K.

3~

|[falz) = f(2)] <

. - 1
Donc pour tout ¢ > Q, si on choisit ng tel que — < ¢, alors pour
g
n Z no
1
<—<¢g Veek
ng

S =

|fa(2) = Fl2)] <

et dans ce cas la convergence est uniforme.

Le théoréme qui suit exprime que la convergence uniforme d’une suite
de fonctions continues suffit & assurer la continuité de la fonction limite.

Autrement dit, si (f,) converge uniformément sur D C R vers f.
et si les fonctions f, sont continues sur D, alors f est continue sur D
¢’est-a-dire pour tout z € D

lim <lirn fn(a:)) = lim ( lim fn(2))

n—+o \z—ro I—3To n—+00

On verra un phénomeéne analogue quand on étudiera la convergence des
suites de fonctions dérivables.

2.9.2.9. Théoréme

Soit (fn) une suite de fonctions continues sur D C R, qui converge
uniformément sur D vers f. alors la fonction f est continue sur D.

Preuve — Supposons que (fn) converge uniformément vers f. Soit ¢ > 0
dng €1I1:Yn > ny |fa(2) — f2)] < §VJ: eD.

Soit g € D. Comme fy,, est continue en zg, Ja > 0: |z —z| < a =

fao () = Frol@)] < g

Soit maintenant » € D tel que |z — zy| < @ ; on a alors

If(‘E) - f(xO)I S If(z) - fﬂo(l‘)l + ’fno(x) - fno(‘ro)l + |fno(x) - f(xO)I

f est donc continue en zg. ro étant un point arbitraire de D, il en résulte
que f est continue sur D.

2.9.2.10. Remarque

La convergence uniforme d’une suite de fonctions continues est une
condition suffisante, mais non nécessaire, pour assurer la continuité de
la fonction limite. Ainsi dans les exemples 2.9.2.2.1 et 2.9.2.2.3 les suites
de fonctions continues ne convergent pas uniformément, alors que leurs
limites sont continues.
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2.10. A RETENIR

Soit f:S5C=—=.
— Si S est un intervalle. et f est continue en tout point de S. alors

f(S) est un intervalle.

— SiS=Ja.b]. a <b. abeg = et fest continue en tout point de
[a.b] alors::

1) f([a.b]) est bornée.
1) f atteint sa borne supérieure M et sa borne inférieure m.

iii) pour tout y € [m. M]. I'équation en &

fle) =y
admet au moins une solution dans [a. b].

iv) f est uniformément continue sur [a, §].

— La limite uniforme d une suite de fonctions continues. est conti-
nue.

2.11. Exercices et problémes

1) Les suites suivantes sont-elles convergentes :

— n
a)xn:( L n.vn > 0.
n+2 -
P(n) | - . .
b) r, = o) ol P est un polynéme de degré p et ) un polyndme
n

de degré ¢. r, est défini pour n assez grand.

¢) up = tg ((1 )T+ (—1)"2).

2) Soient ([n)nes+ et (Va)ners deux suites de nombres_ réels telles

que la suite (I'xVy)nexe converge. Les suites ({ 7y )neie et (Vi )ne: sont
elles convergentes?

3) Soient (['p)nen+ et (1n)nen~ deux suites de nombres réels. On

suppose que L7, est bornée et que lim 13, = 0. La suite (I "3V, )nhere
n—+oc

admet-elle une limite quand n tend vers +x.

4) Soit (2, )nex+ une suite de nombres réels strictement positif. On

. .
suppose que lim 2+l = [ > 0. Soit = tel que 0 < e < L.

n—=++x Iy

Montrer qu'il existe a > 0. b > 0 et k €17 tels que:

n>k= AL —2)" <ien<B(L+2)
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En déduire que lim ¥z, = L.
n—+2xx

5) Soient a; et by deux nombres réels tels que 0 < a; < b;. On
considére les suites (an)ner» et (by)nerie définies par:

1
p41 = anb, et bn+1 = i(an + bn)

a) Montrer par récurrence que Yn. a, < b,.

b) Montrer que les suites (an)nex+ et (bp)pere convergent vers la
méme limite.

6) Soit (un)n»1 une suite de nombres réels définies par: u; = —2.

2un—l
U, = ——— pour n > 2.
; un—1+3p -

a) Montrer que u, > —2. VYn € IT".

b) Montrer que les u, sont alternativement négatifs et positifs.

¢) Etablir que chacune des suites partielles (u2p) et (Uaps1) est mo-
notone et montrer que ces suites partielles convergent.

d) La suite (u,)n»1 est-e'le convergente?

7) a) Solent deux suites (r,)ne+ et (Yn)nes+. On suppose que la
suite (Yn)ne:-+ est croissante et tend vers +x.

. . -I:n - In+1 . . N R .
Montrer que si lim  —————= existe, il en est de méme pour 1'exis-

n—+¢ Un — yn+1

) r
tence de lim ~ et de plus on a:
n—4o0 Un

. I'n . Ln — Ln4i
lm — = lim ———

(théoreme de Stolz).
n—=+x Yn n=+> Yn — Yn+1

b) Appliquer ce résultat a 1'étude de la suite ditded ot dn si la
n

sulte «,, admet une limite.
8) E(r) désignant la partie entiére de r. soit la fonction

fi=—=
r— (=1)E (e — E(2))%

a) Montrer que f est périodique de période égale a 2.
b) Montrer que f est continue sur = — _.

¢) Montrer que f est discontinue en tout point & € .
d) Faire la représentation graphique de f.

9) Soit h: = — =

1 sire

— h(r) =
* () 0 sinon.
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h est-elle continue?
10) Soit g : 2 =
r six ¢

xn—)f(x):{

M T
l—r sire?,

Montrer que f est continue au point ry = % et est discontinue en
tout autre point z distinct de %

11) La fonction ¢ : X > R

L
r?sin— six#0
3

0 siz=0

r—=glr) =

est-elle continue ?

12) Une application f : I — E, définie sur un intervalle I de &, est
dite lipschitzienne s’il existe k£ > 0 tel que:

Ve,yel. |f(z) = fly)] < kle =yl

Montrer qu’une application lipschitzienne est uniformément continue.

13) Soit @ € B, a ¢ . E(u) désignant la partie entiére de u, on
considére application f : R - P

r—)a:—aE(l>
a

a) Déterminer les points de discontinuité de f.

b) Soit fla restriction de f & {. Faire une représentation graphique
de f. Montrer que f est injective.

¢) On note J = f(). L application F: J = ({ est-elle continue?

14) Soit f : [a,b] = [a, b] une application continue. On suppose qu'il
existe k € R. 0 < k < 1, tel que:

Ve.y € la.b]. |f(z) = f(y)| < klz —yl

Soit ¢ € [a,b]. On considére la suite (z,)en définie par:

ro=c¢, Tny1 = flxn). Yn eIl

a) Montrer que 2,41 — Zn| < k|21 — 20|
b) Montrer que (z,)nen est une suite Cauchy.

¢) En déduire qu’il existe un unique point z € [a, b] qui vérifie I'égalité
)

f(z) =«x.
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15) Soit P(z) un polynéme de degré n,
P(z) =anz" + - +ag.

tel que apa, < 0.

Montrer qu’il existe au moins zo € R} tel que f(zo) = 0.

. 3 .
16) Soit f(x) = tgz, on a f (%) =1letf (%’) = ~1 alors qu'il
n’existe pas de z € [F, 37"] tel que f(z) = 0. Expliquer pourquoi ce
résultat ne contredit pas le théoréme des valeurs intermédiaires.

17) Soit f : [0,4+o0o[— R une fonction continue. On suppose que
12111 flz) =1
T o0

a) Montrer que f est bornée.

b) Side plus ! < f{0), démontrer existence d’un point de ¢ € [0, +-o0[
ou f atteint son maximum.

18) Soient @ > 0 et ¢ > 1, tels que 0 < a < ¢. En considérant la
fonction f(z) = z", n > 0, montrer qu’il existe b €]0, 1] tel que f(b) = a.
En déduire que pour tout n € N*, et a € R il existe un unique réel
b > 0, tel que b™ = a. Si n est impair et a < 0, montrer qu’il existe un
unique réel b < 0 tel que " = a.

19) On dit qu’une racine réelle d'un polynéme f(z) a été isolée, si on
trouve un intervalle [a, b] ne contenant que cette racine et pas d’autres.

En vous aidant du théoréme des valeurs intermédiaires, isoler les
racines réelles des polyndmes suivants, chacun ayant exactement quatre
racines.

(i) 3z%—2z%— 3622 +36z —8=0
(i) 22%—142% + 14z —1=0.

20) 1) Soit f :[0,1] = K, continue sur [0, 1] telle que 0 < f(z) <1,
pour tout r € [0, 1].

Montrer qu’il existe au moins un point c. tel que f(¢) = ¢ (appliquer
le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction g(z) = f(z) — ).

ii) Soit f : [a, b] = R, continue sur [a, b] telle que f(a) < a et f(b) > b.
Montrer qu'il existe un point zq € [a,b], tel que f(zq) = zq.

21) Soit § I'ensemble des fonctions définies sur [—1, 1]. qui vérifient
la relation:
2?2+ fle)? =1, Vzel-1,1]
a) Trouver deux fonctions fy et f; appartenant a ¥ et qui sont conti-
nues sur [—1,1].
b) Trouver une fonction g € § qui soit non continue.

c) Montrer que toute fonction f € F est continue aux points +1
et —1.

d) Soit h € § une fonction continue sur [—1, 1]. Montrer que h(0) > 0
implique h(z) > 0 pour tout & € [-1,1].
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e) En déduire que les seuls éléments de § qui sont continus sur [—1. 1].
sont les deux fonctions trouvées a la question a).

22) Soit f :[a.b] C = — X.on dira que f est convexe sur [a.b] si et
seulement si
Ve, 2’ € [a.b].Vt €[0.1]on a:

Flr+ 0 =8)r) <tfle)+(1—-1t)f(z'). Pour 2o €]a.b]. on considére la
fonction: pr,(z) = w.
— 2y

1) Montrer que o, est croissante sur I — {zo}.
1i} En déduire que 1'1m+ Oro(r) et lim p, (r) existent. et

I—=ry IL~r,

lim_ pee(2) < lm o (2)
r—+rg 1‘—+rg'

iii) En déduire que f est continue en tout point de ]a.b[.

23) On considére les suites (f,,) définies sur D = (¢ € =:z > () &
valeurs dans = par les formules suivantes:

n n n
X b) r 0 r -
1+ &7 n+ar? 1+ r°n

38

x
a) —e
n

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de ces
suites.

24) Soit (f,) une suite décroissante de fonctions continues sur un
ensemble D C = & valeurs dans = :

file) 2 fole) 2 - 2 fu(2) 2 frya(2) 2 - pour tout r € D.

1) Si hm f,{c) = 0. pour ¢ € D. Montrer que pour tout £ > 0. il
n—++x

existe m € [T et un voisinage [" de ¢, tels quesin > met x € U N D,
alors fr(z) < ¢.

i1) En déduire la propriété suivante due a Ulisse Dini. Si une suite
monotone de fonctions continues converge en chaque point d un intervalle
[a.b] de % vers une fonction f continue. alors la convergence est uniforme
sur [a.b].

25) Démontrer le résultat suivant da a Georges Poélya. Soit (f,) une
suite de fonctions définies sur un intervalle /[a. b] de = & valeurs dans ..
On suppose que:

— pour tout n € IT, f,, est une fonction décroissante sur I.

— la suite (f,) converge ponctuellement sur / vers une fonction f(z)
continue sur /.

Montrer que la convergence est alors uniforme sur I (on ne suppose
pas que les f, sont continues).
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Probléme

26) Approximation uniforme d’'une fonction continue par
une suite de polynémes

Soient m. n deux entiers tels que 0 < m < n. On pose:

n m n—-m n — n!
Inm{z) = <m)r (1-1) ' (m) ~ ml(n+ m)!

1) Montrer que les polynémes [, ,,(x) vérifient les propriétés sui-
vantes:

(1) Y Inm(z) =1.
m=0

(2) Z mly, m(r) = nz.
m=0
(3) Z(nr —m)?I, p(z) = ne(l — ).
m=0
Si f:[0.1] = =. le polynéme de Bernstein de degré < n associé a f
est:
. m
Bal) = Balfo2) = 3 Inm(2) ()
m=0

L'objet de ce probléme est de démontrer que si f est continue sur [0, 1]
la suite des polynémes B, (r) converge uniformément sur I vers f. On
suppose donc que f est continue sur [0, 1].

2) Montrer que: Ve > 0. 3§ = é(=) > 0. tel que:

lr1 — xa| < . implique | f(r1) — f(x2)] < % pour tous ry.xy de [0.1].
3) Pour n fixé. on consideére:
F(2) = Balz) = 3_[£(2) = S(= )T m(2) (1)

m=0

on décompose la somme ¥ du deuxiéme membre de (4) en deux sommes
¥, et X5 définies ainsi

. m
pour ;. m prend tous les entiers m. m < n tels que ‘m — ~\ < 4.
n

m
r——|>4é.

pour Y9, m prend tous les entiers m. m < n tels que
n

3.1) En utilisant 2) montrer que |X;]| <

¢

R

3.2) On pose M = sup |f(x)].
0<r<t
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Montrer que:

—_ 2
Sl < 2M gl () = 2M 5, BEZ T T
(nz —m)?

(nz —m)?
S EME g

In mz.
En déduire, en utilisant la relation (3) de 1) que:
M
<
%2l < 2nd?

3.3) En utilisant 3.1 et 3.2 montrer que |[f(z) — Bp(x)] < esin >
332 Pour tout z € [0, 1].
3.4) En déduire le théoréme d’approrimation de Wewerstrass: toute

fonction continue sur un intervalle fermé et borné de R, est limite uni-
forme d’une suite de polynémes.

27) Soit (f,) une suite de fonctions définies sur une intervalle /. On
dira que (f,) est uniformément de Cauchy sur I, si
Ve > 0, Ing € N, tel que, Yo, m > ng, Ve € I, |fm(z) — fu(z)| < €.
Montrer que f, converge uniformément si et seulement si elle est unifor-
mément de Cauchy.

28) 1) Soit h :]0, +00[— R une fonction qui vérifie la relation
h{zy) = h{z) + h(y), Vr,y. *

Montrer que h est identiquement nulle.

2) Soit h : [0,400[— R une fonction non identiquement nulle qui
vérifie la relation (*) de 1).

a) Montrer que h est continue sur ]0, +oof si et seulement si elle est
continue au point ¢ = 1.

bg Montrer que k(1) = 0 et que si z > 0, et r € Q, alors h(z") =
rh{z).

Indication — On montrera le résultat d’abord si r € Z, puis l’on établira
le résultat si

o -

)

1
r = — € Q, en remarquant que z = (z
q

¢) Montrer que s’il existe un intervalle ouvert non vide I tel que
h(z) > 0 pour tout « € I, alors h est strictement croissante et continue.

d) Montrer que si h est continue alors on a: A(z) > 0sir > 1, et
h(r)<0siz< L
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¢) Soit b > 1. Montre qu’il existe au plus une fonction continue h sur
10. +>c[ vérifiant (*) et telle que h(b) = 1.

29) Soit [a.b] un intervalle de =, ¢ un point de [a.b]. Soient

fiifa,c]—K et fo:le,b]—ER
r— ax+ 3 — axr + 32

deux applications affines telles que fi(c) = fa(c).
Soit I’application f : [a,b] = &

filz) siz<e
falz) siz>ec.

e st =

a) Soit u € [a,c]. v € {c. b]. Montrer que
[f(u) = F(¥)] < max(Joy]. [agf) [u - v|

et en déduire que f est lipschitzienne (voir exercice 12).

b) On dit qu'une application continue f : [a,b] — B est affine par
morceaux s'1l existe une subdivision ¢ = rg < 1 < ... < »r, = b telle
que la restriction f, de f a chaque intervalle [z,, 2;11] soit une application
affine. Montrer que si f est une application affine par morceaux, alors
elle est lipschitzienne.

c) Soit g : [a, b] = & une application continue.

En utilisant le fait que f est uniformément continue, prouver que:
VYn > 0. n € N, il existe une fonction affine par morceaux », telle que:

F(&) = pale)| < . Va € [ab]

Probléme

30) Fonction a variation bornée

Soit f : [a.b] = K une application. Pour toute subdivision P = (a =
rg <z < < zn=>)dela, b].onpose V}(P) = Z [f(eg) = flre—1)]|-
k=1

On dira que la fonction est a variation bornée s'il existe M > 0 tel que,
pour toute subdivision P de [a,b], on ait: 1} (P) < M.

On note V4([a,b]) 'ensemble des fonctions a variation bornée sur
[a.b]. On pose V; = sup{V}(P). Psup de [a.b]}.

1) Montrer que V; = 0 & f = constante.
2)Soit P=(a<xo<ry < <xp=0>b)et

Q=(W=a< - < ym =0b) tel que {xo. 21, -2} C {ro- - ,yn}
Montrer que Vpf < Vg f.
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S1fely [ b]). montrer qu’il existe une suite (P, )ne:r; de subdi-
\151011 de [a.b] telle que V'(f) = lim 1B, (f).

4) Montrer que si f est croissante. alors f € 1y([a.b]) et V7(f) =
f(b) — f(a). En est-il ainsi si f est décroissante?

5) Montrer que si f est lipschitzienne de rapport m. alors

fetu(la.b])et 17 < fm(b—a).

6) Montrer que la fonction f:[0.1] - =

r—>f(r)={0. ste=0

sin % sizx#0
n'est pas & variation bornée sur [0.1]. Montrer que la fonction g : » —
rf(r) est continue mais n’est pas a variation bornée.
7) Montrer que si f € V,([a.b]) alors [f(2)]| < fla)+1(f) Ve € [a. b].
&) Montrer que si f € Vp{[a.b]) et g € V([a.b]). alors fg € V4([a.b]).

En est-il de méme pour le quotient *gﬁ

9) a) Soit f € Ty( La 5]). On considére sur [a.b] la fonction f définie
par fi(z) = Vy[a.z]. f(a) = 0. Montrer f; est croissante.

b) soit fa :x = fa(x) = fi(r) — f(x). montrer que f est croissante.
¢) Déduire de a) et b) le résultat suivant :

Théoréme — Soit f : [a. b] — = une application: f est & variation bornée
si et seulement si f est la différence de deux fonctions croissantes.



Chapitre 3 : DIFFERENTIATION

Introduction

Le concept central du calcul différentiel est la notion de dérivée, qui
trouve son origine dans un probléme de géométrie: déterminer la tan-
gente en un point d'une courbe.

Le probléme s’est imposé a Fermat. mathématicien frangais. qui cher-
chait & déterminer les maximums et les minimums de certaines fonctions.
Il s’est alors aperqu qu'en ces points. les fonctions ont des tangentes hori-
zontales. D'o1l la recherche de telles tangentes. et d une maniére générale
la recherche d'une tangente en un point quelconque d'une courbe. Ce pro-
bléme fut résolu au XVII¢ siécle par Newton et Leibniz en introduisant
la notion de « pente » en un point d'une courbe. qui. dans le cas ou la
courbe est donnée par une équation y = f(z). définit la dérivée de f en
ce point. La notion de dérivée permet d’améliorer le probléme d approxi-
mation abordé dans le chapitre 2. en approchant une fonction f par une
fonction affine au voisinage de rq. » — ax 4 b telle que arg +b = f(xo):
c¢’est-a-dire une fonction affine de la forme r — a(x — xg) + f(xg): le
meilleur choix s’obtient en prenant. a égal a la dérnivée de f en xy. On
abordera la définition de la dérivée. & partir de la notion de tangente:
ce qui est plus parlant et plus conforme au point de vue historique.

Le concept de dérivée est peut étre le plus fabuleux des mathé-
matiques : ses applications se trouvent tout autour de nous dans notre
vie quotidienne: vitesse d'un avion ou d une voiture: partout on il y a
mouvement sans choc. Il permet de transformer certains problémes en ce
qu'il y a de plus simple: les fonctions linéaires. les problémes linéaires.
ceux que l'on sait résoudre.

3.1. Tangente en un point
d’une courbe plane
Soit 2 le plan affine rapporté a un repére orthonormé (O.7. ). Soit
mg = (zg.yo) € 2.

On dira qu'un point m = (r.y) de 2 approche mgy a = prés si la
longueur du vecteur mgm. notée ||mont|| est inférieure a =. soit :

Mol = V(2 —20)? + (y — yo)2 < =
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S1 S est un sous-ensemble de 2. On dira que S est arbifrairement
voisin de mp et on notera S ~ mg, sl et seulement si:

Ve >0, ImeS. tel que, |moml <e.

3.1.1. Définition

Soit f:SC PR, myge Pet S~ mg. Le symbole
ml_i)nrlno flm) = A, XA € K signifie:
megsS

Ve >, Ja > 0. tel que, ||momi|| <a = |f(m)— A <e.

On dira que f(m) tend vers A quand m tend vers mg en restant dans S.

3.1.2. Remarque
De la double inégalité:

T3V P < sup (Jal. pl) < Ve + 17

valable pour tous a, b de ®. on conclut : si ||| < a alors |r —zg| < a
etly—yol < a ot m=(z,y) et mg = (2o.%)-

“De méme si |x — x| < a et |y — yo| < o alors ||mom|] < V2a. Par
suite :

lim f(m)=A < Ve >0. 3a>0 tel que,

m-—my

(lr—zo|l < aet|ly—yl| < a)=|f(m) - <e.

Soit T une courbe de & et my € T, tel que I' — {mg} ~ mg. Pour tout
m € I' — {mo} on note P, (m) la pente de la droite passant par m et
mg ; on définit ainsi une application :

Py T—{my} >R
m > P, (m)
Si P, (m) admet une limite quand m tend vers mg en restant dans
I' — {mo}, cette limite notée P, (T'), s'appelle pente de I en my et

la droite passant par mg et de pente Pp, (T'). s’appelle tangente de T
en my.

3.1.3. Remarque

1) Cette définition n’implique nullement que la tangente « touche »
I' seulement en un point.
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mg,
m nt
tangente tangente
my
FiGure: 3.1.3.4 FIGURE: 3.1.3.B
my tangente

Ficure: 3.1.3.c

2) Exemple
Soit I' = {(x,y) € Z, y = 2%, r € R}. Calculons P, (') ou mg =
(1,1). Soit m = (1+h, (1 +h)?) un point de I' — {mg}. Ppy(m) =

1+R)2-1
%— = h+2, mom = (h.h(h +2)). Montrons que P,,, () = 2.

Pour cela d’apreés 3.1.2. on doit montrer que :
Ve >0, 3a > 0 tel que (|h| < a et |h] |h+2| < a)= |h+2-2|=|hi< ¢;
il suffit de prendre a = ¢.

La courbe T' admet comme tangente en mg la droite A d’équation
= 2z — 1. On remarquera que ’équation de A est reliée a la fonction

y
f(z) = z? par la relation :

flz)— (22— 1) =¢(z){z—1) on 11‘1_% g(z) =0 (1)

(s(m) = %13)__—_1_1 - 2)

Autrement dit pour z assez voisin de 1, 2z — 1 est une valeur appro-
chée de f(z). En fait la relation (1) caractérise l’existence d'une tangente
en un point d’'une courbe définie par une équation y = f(z).
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3.1.4. Théoréme
Soit ' la courbe représentative dans 2 de la fonction f : I — =. ou

I est un intervalle ouvert de = et mg = (xo. f(2g)) un point de T,

T' admet une tangente en mg s1 et seulement si. parmi les droites
passant par mp. il en existe une notée A. d'équation y = T'(z). telle que:
flo) = T(x) = gz,(x)(x — 2p) ol £, est une fonction définie dans un
voisinage de g (sauf éventuellement en zg) avec linl crolr) = 0. A est

I —Iog
unique et constitue la tangente de I' en mg. La pente de \. notée f/(rg).
s appelle la dérivée de f en zg.

Démonstration

[ admet une tangente en mg <= lim Ppn,(m)=A. A€ =:

m—mg

ou P, (m) = M avec m = (r. f(x)) # mg. Par suite:
L — I'p
Vz > 0. 3a > 0. tel que (Jo —xol < aet |f(r) = f(zo)] < a)

_ | J2) = flao)

L — Lo

—Al <=,

flx) — F(xo)

L — Ig

— Al <2 = [f(x) - f(xo) = Alz — xo)| < gfz — zo|

= |f(x) = flxo)| < (A+ &)z —xo|  (2)

(2) entraine que f est continue en xzy. Par suite pour a > 0. 34 > 0. tel
que :
|z — xo| <v = [f(x) = flxo)| < a.

Donc si |2 — zg| < 6 avec § = inf(a.4). on a |r — zg] < a et

|f{x) = f{xo)] < a dou
) = Steo) _

X — IQ

Par suite:

im  Ppo(m) = A= lim M -

m—mo r—=ro I — Iy

ce qui entraine en particulier que A est unique. En posant

RO (I

L — Ig

T

on a:

fle) = A(e — xo) — flxo) = 74, (&) (2 — xo). avec Ili}]rl 2. (2) = 0:
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et la droite A d'équation y = A(x — xg) + f(xp) est la tangente unique.
de I' en mg.

Réciproquement. soit une droite D passant par mg. d’équation y =
ple — o) + Fxo) telle que

fle) = fleo) — ple — 2g) = 570 () (2 — o). o0t lim z,,(r) =0

Ir—=ro (3)

D’aprés (3) f est continue en rg et
lim fx) = flro) _ p. (4)

r—=ro r— o

Par un raisonnement analogue & celui fait précédemment on montre que
la pente. P, (I'). existe en mg et

lim P, (m)= lim flz) = Jlzo) =p
m-—-mpop r—=ro £ — ,Z’O

Donc I admet la droite D comme tangente en my. et cette tangente
est unique par suite de 1'unicité de p. d’aprés (4).

3.2. Dérivée en un point. Différentielle

D’aprés le théoréme 3.1.4. on peut poser naturellement la définition
sulvante.

3.2.1. Définition

Soit f: I C = — =. [ intervalle ouvert de = et I' la courbe représen-
tative de f dans &

On dira que f est dérivable en rg si I' admet une tangente A au point
mg d abscisse xg.

A étant unique. la pente de \ s’appelle la dérivée de f en zp et est
notée f'(rp).
3.2.2. Remarques

1) D apreés le théoréme 3.1.4. f est dérivable en rg. de dérivée f'(rg).
si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée:

fle) = flao)

) i, T =
i) f(r) = flro) + fl{wo){e — xo) + 2zo(r) (2 — o)

0
avec lim <, (x) =0
r—ro
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f(zo+h) — f(zo)
h

—0), on convient de dire que la fonction f admet une dérivée infinie

en rg. Le graphe de f admet alors au point d’abscisse ry une tangente

paralléle a I'axe Oy.

2) si f est continue en xg et si ’Ein}) = +oc (ou
—_

3.2.3. Différentielle d’une fonction en un point

Soit f: I C B — R, I intervalle ouvert de R. Si f est dérivable en
zg € I, on peut écrire dans un voisinage de o, en posant £ = 2o + h.

f(zo+ h) = f(zo) = f'(zo)h +e(h)h (1)

avec lim e(h) = 0.
h=0

Ay

\

X5 X,+h X

Ficure: 3.2.3.

La relation (1) signifie que Ay = f(xo+h)— f(zp). 'accroissement de
fde xo & zo+h, est la somme de deux termes: un premier terme f'(xg)h
linéaire par rapport a I'accroissement de la variable . et un second terme
g(h)h. un infiniment petit d’ordre au moins un par rapport a h.

Géométriquement, le premier terme représente l'accroissement de f
mesuré le long de la tangente en myq, alors que le deuxiéme terme mesure
la différence entre la véritable valeur de f en xo + h. et cette valeur
mesurée le long de la tangente (Fig. 3.2.3).

f/(zo)h s’appelle la partie linéaire principale de ’accroissement Ay.
L’existence de la dérivée de f en zo implique la possibilité d’isoler dans
Ay cette partie linéaire principale. La partie linéaire principale définit
une application linéaire h — f'(zg)kh de R dans R appelée la différentielle
de f en z¢ et notée d fzo).

h— d f(zq)(h) = f'(xza)h.

La différentielle de ’application identique  + x de R, en un point
quelconque zy de R est ’application linéaire h — h qui ne dépend pas
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du point zg considéré. En notant (par abus de notation) d z cette appli-
cation, on pourra alors écrire

d f(zo)(h) = f'(zo) [d z(h)]
= (f'(zo)dz)(h). VheR

Dol
d f(@0) = f(x0)dz |
Ainsi YA € R*, f'(zq) = d{l(;zfigh) = dﬁ(jo)(h). d’oti la notation :
Fzo) = df(-l‘o)
dz

Ainsi s1 f est dérivable en zg on pourra écrire :

[F(zo+ h) = f(z0) +d Flzo)(h) + exo(h)h]

avec ;in%) £ro(h) = 0. Dot la définition suivante:
-

3.2.3.1. Définition

Soit f : I C R — B, I intervalle ouvert non vide de %, et x4 € I.
On dira que f est différentiable en zg si. et seulement si: il existe une

application linéaire Lf de [ dans X telle que:

fleo+h) = f(zo) + LI (h) + <o (R)h.  avec %gr(l) £zo(R) =0

3.2.3.2. Remarques
1) Si L£O existe, elle est unique et s’appelle la différentielle de f en xg.

2) LI (h) = L{ (1)-h. D'ou: f différentiable en zo <= f dérivable
en ro et LI (1) = f'(xo).

3) La définition 3.2.3.1 se généralise facilement a une application de
E7" dans RP (voir Chap. 5).

3.3. Propriétés des fonctions dérivables

3.3.1. Si f est dérivable en z,, elle est continue
en ce point(3.2.2.1).

La réciproque de cette proposition est inexacte. La fonction f définie

par:
1

flz) = zsin — r#0

0 r=0

est continue en 0, mais non dérivable en ce point.
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3.3.2. Si f est dérivable en 2 on a:

f(x) = f'(xo)h — f(x0) = 255 (R)A
avec h = r — rg. et %in}) gro(h) = 0 Clest-a-dire: V= > 0. 36 > 0. tel que.
-
|h| < d = |zz,(R)| < =. Dou:

—zh < fle) — f(xg)h — f{zg) < zh. pour |h| < 4. (1)

La relation (1) a une signification géométrique : si f est dérivable en xg,
au voisinage de rg. le graphe de y = f(z) est compris entre deux droites.
faisant des angles arbitrairement petits avec la tangente au graphe en &g
(Fig 3.3.2). Il résulte facilement de la relation (1) qui si f'(rg) < 0. 1l
existe d > 0 tel quesi 0 < h < d.on a:

flzo —h) > f(zo) > flxo + h) (2)
Alors que si f/{rg) > 0. il existe § > Q0 tel que si0 < h < d.on a:

flro —h) < flro) < flao +h) (3)

3.3.3. Définition

Une fonction f(z) est dite avoir un mazunum local (resp. un miniumum
local) en un point ry € [. s'il existe a > 0. tel que f(x) < f(xg) (resp.
f(z) > f(xo)). pour x €lzg —a.rg+ a[Nl.

Si f a un maximum local ou un minimum local en zy. on dira que f
a un ertremum local en rg. On a la proposition suivante :

3.3.3.1. Proposition

Si f(r) a un extremum local en rg. et si f est dérivable en r¢ alors

f'(xo) =0.

Preuve — Si f'(xg) # 0. alors f ne peut pas avoir d extremum local en
rp. d'aprés les inégalités (2) et (3) de 3.3.2. Toutefois st une fonction
f admet une dérivée nulle en zg. elle n'admet pas nécessairement un
extremum local en ce point. comme le montre I'exemple:

flry=02% et xy=0.

Pour une fonction f dérivable, les points ol elle atteint un extremum,
sont & chercher parmi les solutions de 1'équation :

fix)=0
appelées les points critiques de f.

Les points critiques jouent un réle prépondérant dans l'étude des
fonctions différentiables.
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3.3.4. Dérivée a gauche et dérivée a droite

On dira qu une fonction f définie sur un intervalle ]a, 2o (resp. [zo. b[)
est dérivable @ gauche (resp. ¢ droite) en xq. si et seulement si

B — -

lim f(zo +h) = flzo) existe (resp. lim flzo+ h) = J(zo) existe).
h—0 h h—0 h

20 h>0

Cette limite. notée fg(zo) (resp. fi(xro)). s'appelle la dérivée a gauche
(resp. la dérivée & droite) de f en x. Dans ce cas les demi-droites d'équa-
tions y = f(zo)+fy(zo)(x—r0). et y = fxo)+ fi(xo)(xr—20o). s’appellent
respectivement la demi-tangente @ gauche et la demi-tangente a droite
au point mgy = (xo. f(zg)). D'aprés la définition de la limite

f est dérivable en rg fa(xo) et fi(zo) existent
de dérivée f'(xp) et sont égales

Par contre fg(zo) et fj{xo) peuvent exister sans que f'(xo) existe.

Exemples.
Pour f(z) = |z]. f3(0) = L et f (0) = —1.
<r<
Pour f(z) = {i 3 (1) ; i _S- ; fg(1} = 1. mais f;(1) n'existe pas.

3.3.4.1. Dérivées d’ordre supérieur

Si f'(z) existe dans un voisinage ouvert 1, (zg) de xp. on aura une
fonction notée f/ de 1, (zg) définie dans = par:
[ oVa(zo) — =
£ f(2)

Si f' est dérivable en zg. sa dérivée notée f(rg) est appelée la dé
rivée seconde de f en xy. En itérant ce processus. on définira la dérivée

d’ordre p de f en rg notée fP)(xo).

L'existence de f(P)(zq). suppose celle de f**(20) dans un voisinage
de xgpour k=1.2.... .p—1

Soit f: I C = — = (I intervalle de =).
— On dit que f est de classe C sur [ si f est continue sur /.

— On dit que f est de classe CP sur I (p > 1) si fP) est définie et
continue sur /.

— On dit que f est de classe C"*° sur [ si pour tout p € M, f est de
classe C7 sur [.
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3.3.5. Opérations algébriques
sur les fonctions dérivables

3.3.5.1.
Il résulte immédiatement de la remarque 3.2.2.1 que si f et ¢ sont

dérivables en rg. et si A est un réel. alors Af et f + g sont dérivables en
2o les dérivées sont respectivement Af/(xg) et f'(xg) + ¢’ (z0).

3.3.5.2.

Si f et g sont dérivables en xg alors fg est dérivables en xp et l'on
a:

{(£9)'(20) = f(z0)g'(z0) + f'(20)g(0) | (1)

(1) <= fg est différentiable en xg et 1'on a:

[d(/9)(x0) = f(xo) dg(xo) + g(xo) d flro) ]

Preure — Les hypothéses entrainent

flzo+h) = flwo) + hf (o) +21(h)h. limei(h) =0
g(zo+h) = g(ro) + hy'(z0) + 22(R)h.  lim 25(h) =0
d'ou:
(f9)(xa + h) = (fg)(xo) + (f(x0)g'(x0) + f'(x0)g(x0)) h + =(h)h
ol
2(h) = f(zo)z2(h) + g(xo)e1(h) + £2(h)e1(h)
+ f'(xo)g' (xo)h + hf'(x0)z2(h) + hy'(x0)z1 ().

Par suite gin% £(h) =0.De 3.3.5.1et 3.3.5.2 on conclut que I'ensemble des
—

fonctions dérivables en g est une sous-algébre de 1'algébre des fonctions
continues en zg.

3.3.5.3.

Si f est dérivable en zg et si f(xg) # 0. f étant continue en rg. il
existe un voisinage 1, {zg) =]rg—a. rg+a[. tel que pour tout r € 15,(r).

1 . . .
f(x) # 0: alors — est définie sur V,(rg). dérivable en zg. et sa dérivée

f

est :
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1 .
(1) <= ? est différentiable en o et 1'on a:

1 1 )
d(?) (20) = = 7 d ) ()
Preuve
f(l:v) - f(io) -1 flz) — f(xo)

PEF Y e e

1l résulte des théorémes sur les limites que:

3.3.6. Dérivée d’une fonction composée

Soit f une fonction dérivable en zg et g une fonction dérivable en
Yo = flxo). g {etanF définie dgns un voisinage 17, de yo. et f étant
continue en xrg. il existe un voisinage 1z, de g, tel que f(V%,) C V.

La fonction g o f est définie sur le voisinage 1,. dérivable en zq et
sa dérivée est :

(g0 f)'(x0) = '(f(20)).f'(x0). | (1)

(1) <= go f est différentiable en xp et l'on a:

|dlg © £)(x0) = dg (f(z0)) o d (o). (1)

ousilny a pas d’ambiguité sur rg. d(go f) =dgod /.

Preuve — D’aprés la définition de la dérivée:
fle) = flxo) = [f'(xo) + 21(x) (2 — 20)] (2)
9(y) — 9(yo) = [9' (o) + =2(y)(y — vo)] (3)

avec him gi{x) =0et hm =a{y) = 0.
r—ro Y—ryo

Posons y = f(xr) pour r € 1, dans ce cas: de (2) et (3) on tire:

g(f(2)) = 9(f(xo)) = [¢' (f(x0)) + =2 (F(x))][f'(x0) + £1(2)] (2 — x0)
=[¢' (f(zo)} - f(x0)] (x — xo) + =3(x)(x — o)

ou z3(x) = ¢’ [f(xo)e1(x) + e2(f(2)] [f'{x0) + z1(x)] et lim z3(x) = 0.

r—=ro

car lim z1(x) =0et lim =2(f(2)) = 0.
Ir—rg IT—>To
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3.3.7. Remarque

Si z = g(y) est une fonction différentiable, notons *y = f(x) le chan-
gement de variable ou f est une fonction différentiable. La formule (17)

peut s'écrire sous la forme.
d*g =xdg (2)

En effet

d*g =dlg (f(x))] = g (f(x)) de.
xdg=x(g'(y)dy) = +¢'(y) *dy
=g (y)d*y
(d y étant la différentielle de l'application identique y — y). Donc

xdg =g (f(z))df=1[¢ (f(z)) f(x)]ldz
d'ol ,
g (f(x)) =g (f(x)) f(x)
(2) exprime que le changement de variable et 'opération d de différen-tiation
commutent.

La formule (2) qui peut étre généralisée a des fonctions de 2™ dans
&P est capitale en analyse.

3.4. Théoréme de Rolle. Théoréme
des accroissements finis

Dans ce paragraphe, on établit un ensemble de résultats reliant les
valeurs d'une fonction f aux extrémités d’un intervalle [ & la valeur de
la dérivée de f en un point convenable de Pintérieur de I.

3.4.1. Théoréme de Rolle

Soit I un intervalle de K. f : I — & une application. Si f est continue

sur [ et dérivable sur f (; désigne I'intérieur de 1), alors Va, b € [ tels
que a < b, f(a) = f(b) = 0 = Ic €)a, b[ tel que f'(c) = 0.

[+
Preuve — I étant un intervalle. si a, b € I. alors [a.b] C I et ]a,b[C I:
par suite f est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja.b|.

— Si f s’annule sur [a. b] alors
F)=0 Vtela,b[.

— Si f n’est pas identiquement nulle sur [a, b], quitte & changer f en —f,
on peut supposer que f prend certaines valeurs strictement positives sur
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[a,b]). D'aprés le théoréme 2.8.3. f atteint en un point ¢ de [a, b] sa borne
supérieure, avec nécessairement f(c) > 0.

Par suite ¢ €]a, b et d’aprés 3.3.3.1 f'(¢) = 0.

Interprétation géomeétrique — Si les hypothéses du théoréme 3.4.1
sont vérifiées, alors soit a, b € I, tels que f(a) = f(b) = 0, le graphe
de la restriction de f a Ja,b] admet au moins une tangente horizontale
(Fig. 3.4.1).

FiGure: 3.4.1

Comme conséquence du théoréme de Rolle on obtient le théoréme
fondamental suivant.
3.4.2. Théoréme des accroissements finis

Soit I un intervalle de =, f : I — = une application. Si f est continue

0
sur I et dérivable sur . alors:

Va.be I. 3c €la.b. tel que: f(b) — f(a) = f'(c)(b— a)|

Preuve — On construit une fonction » continue sur I et dérivable sur ;

telle que »(a) = p(b) = 0. Soit y = T(x) I'équation de la droite .\ passant
by —

S0 = F@)

par les points (a. f(a)) et (b. f(b)) de la forme y = P

fla). Considérons

0
D aprés les hypothéses, \» est continue sur [ et dérivable sur . et puisque
ola) = o(b) = 0, il existe ¢ €]a. b] tel que:

0=y'(c) = flle) — M

Si les hypothéses du théoréme 3.4.2. sont vérifiées, alors pour tous points

. Interprétation géométrique —
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a, b de I, le graphe de la restriction de f a Ja.b[ admet au moins une
tangente paralléle 4 la droite joignant les points A = (a. f(a)) et B =

(b, £(b)) (Fig.3.4.2).

FiGURE: 3.4.2

Le théoréme 3.4.2 peut étre généralisé a deux fonctions de la fagon
sulvante:

3.4.3. Théoréme de Cauchy

Soit [ un intervalle de 2. f, g : I C & — 2. Si f et g sont continues

o
sur I et dérivables sur I alors

J'(0)]g(b) = g(a)] = g'()[f(b) — fla)] (1)

Va.beI. dc €]a. b, tel que: —]

Preuve

— si g(b) = g(a). d'aprées le théoréme de Rolle. il existe ¢ €]a. b[. tel
que ¢g’(c) = 0 et (1) est alors vérifiée.

— si g(b) # g(a). considérons la fonction

f(b) — fla)

Pla) = f(2) = fla) = s

(9(z) — g(a)).

» vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle; donc il existe ¢ €]a. b[. tel
que:



Applications 71

3.5. Applications
3.5.1. Fonctions monotones

Proposition — Soit [ un intervalle non videde . f : I C = — =

[+
une fonction continue sur I et dérivable sur 7 :

0
(1) st f'(r) =0 sur /. alors f est constante sur [;
e . ° . .
(i1) si f'(x) > O sur I. alors f est strictement croissante sur I:
v . ° .
(ii1) si f'(z) > 0 sur /. alors f est croissante sur I:

Q

(iv) st f'(x) < O sur 7. alors f est strictement décroissante sur [:

[}
(v)si f'(x) <0sur . alors f est décroissante sur /.

La démonstration. facile. est laissée au lecteur (on appliquera le théo-
réme des accroissements finis).

3.5.2. Calculs d’approximations

Le théoréme des accroissements finis peut étre appliqué pour calculer
une valeur approximative d une fonction en un point. et estimer 1'erreur
ainsi commise.

Eremple. Calculer v/105.

On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f(z) =
Vo entre les points a = 100 et b = 105: on a:

V105 —VI00 = ——  100< c < 105
2y/c

de 10 < /e < V105 < /121 = 11 on tire:

5 _ 5
5x11 < V0= 10<575

et 10.22 < /105 < 10. 25.
On peut encore améliorer cet encadrement : en effet de v/105 < 10,25
on tire que /e < 10.25 donc

3 oy
0243<m< 105 — 10

d’ou
10.243 < V105 < 10.250
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3.5.3. Localisation des racines d’une fonction

Soient deux fonctions f et g telles que f/'(z) = g(z). Alors entre deux
racines de f il existe au moins une racine de g (théoréme de Rolle). Ainsi
sl g(r) = cosr et f(xr) =sinr. on déduit qu'entre deux racines de sinz
il existe au moins une racine de cos r. Mais de ¢'(z) = —sinzx = —f(x).
on conclut qu’entre deux racines de coswr, il existe au moins une racine
de sinz. D'ou les racines de cos r et sin z alternent dans F.

3.5.4. Régles de I’Hépital

Les deux théorémes qui suivent sont trés utiles pour évaluer certaines

L. o, . C o, . . 0 x
limites. et en particulier étudier les indéterminations de la forme 0 =
x

et 0 x x.
3.5.4.1. Théoréme (régle de 1'Hépital pour 2)
Soient deux fonctions f(z) et g(x) continues sur [a.b] et dérivables

sur Ja.b[. telles que ¢'(z) # 0 pour tout r €]a.bf. et f(a) = g(a) = 0.
Dans ce cas:

s1  lim fiz) =4, alors lim = _
r—a g’(,r) r—a g(z)

fx) {‘

Preuve — On suppose tout dabord —x < 4 < +x.
f'(x)
g'(r)
ro. D'apreés le théoréme de Cauchy 3.4.3. appliqué a lintervalle [a. z]. il
existe ¢ €]a, z[ tel que

Pour tout ¢ > 0. il existe xrg. tel que Al < s, poura < r <

f(x)

9(x)

Dans le cas o A = +oc (resp. —>c) l'inégalité (1) est remplacée par

fiie) o1 f(x) 1 : R

; > — ou = < —= et le raisonnement est alors le méme.
g'(x) = g'(xr) £

= 1% . .41 <e(l).sia<z <o Dot le résultat.

3.5.4.2. Théoréme (régle de 1'Hopital pour )

Solent deux fonctions f(r) et g(x) continues et dérivables sur ]a.b[.
On suppose que f et g admettent des limites infinies au point a.
!
. . £
Si g'(x) # 0 pour tout x €la.b[ et lim f,( ) =4
s=a g'(r)
f(x)

Alors lim = 4.
r—a g{z)
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Preure — On suppose tout d'abord —x < 4 < +x.

fla)
g'(r) A

<z pour a <.r<rg(l).

Soit £ > 0. Il existe rg tel que

Soit D(x, xrg) défini par:
fla) _ o) = flao)

_ glzo)
ou D(x, xg) = % et hm D(x,xg) = 1. *)
—_ Ir—a
flr)

D’aprés le théoréme de Cauchy appliqué & [z. zg]. il existe un point
¢ €]r. o[ tel que:
flx) _ f{e) f'(e) | flo)
= D(r.zo) = D(r.ry) -1
o) = (0 P = g e Pl

I'égalité (*) implique qu'il existe 5 > 0 tel que pour tout r €]a.a + A[.
|D(z.xo) — 1| < 2. Il en résulte que pour tout x €la.a+~+[, on a

r (e (¢
‘f( )_.-1‘ <L) —A‘+ P Do) 1) < 2 + 2 (4] + 2)
9(z) g'(c) g'(c) (2)
D’ou le résultat.
Sid=+x.
7
1
(1) est remplacé par f,(c) > -
(c) = =
" Flr) L Fla1 1
r e
é > — —.
(2) est remplacé par 20) > g(0) 2 > 5%
3.5.4.3. Remarques
7
1) Les théorémes 3.5.4.1 et 3.5.4.2 sont encore valables si lim f’(r) =
r=b g (.l’)
A ainsi que dans les cas ol a = —x ou b = +x.
.. . fi(x) ..
2) La condition lim = = A est une condition suffisante pour que
r—a g'(r)
lim f(z) = A, mais ce n’est pas une condition nécessaire.
e—a g(r)

FEremple. — Soit f(r) = ,rr“’sinl pour & # 0 et f(0) = 0. et g(x) = x.
L
On a

f'(z)
g'(z)

n'a pas de limite quand & — 0.

alors que



74 Diftérentiation
3.5.4.4. Exemples
I I e.l'
1) im —= lim —= lim —=+x:
r=+x r- r—+2 2r ro+ac 2
e.l‘
de méme lim — =+4+x.nel™,
ro4x pt
. log . = ) 1
2) hm 8T _ lim L = lim — =0.
=+ " r—=+x nrt- r—=+x nr’
. . logr . 1 "
3) lim r"logz = lim % = lim —=0= lim —=0
r—0+ r—0+ o r—0+ — =3 r—=0t n

3.5.5. Convexité des graphes

Le plan 2 étant rapporté & un repére orthogonal (O.7.). on dira
qu'un point 1 d'ordonnée y; est «au dessus» d'un point 1fy d’ ordonnée

Yo sl y1 > yo-

Soit A un sous-ensemble de 2. On dira qu'un point M/ d’abscisse
xys est au-dessus de A (resp. au-dessous de ). s1 A contient des points
d’abscisse ryr et si M est au dessus (resp. au-dessous) de tout point de

A d'abscisse zy;.

3.5.5.1. Définition

Une fonction f définie sur [a.b] est dite convere. si pour tout couple
de points ;. M, d’abscisses z;. 2 du graphe de f. tout point M du
graphe de f d'abscisse r € [r.z2], est au-dessous du segment [ .1/5].

)l A

FIGURE: 3.5.5.1

3.5.5.2. Remarque

=V

Il est facile de montrer que la définition 3.5.5.1 est équivalente a: f
est convexe sur [a.b] si pour tout couple de nombres réels xy et zy de
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[a.b], et tout réel A tel que 0 < A< 1l.ona:
fQArr+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A) f(x2). (1)
(1) est dite inégalité de convexité.

3.5.5.3. Définition

Une partie A de 2 est dite convexe si elle contient tout segment [PQ]
dont elle contient les extrémités P et Q).

3.5.5.4. Remarque

On pourra aisément démontrer. & titre d'exercice, qu'une fonction
f est convexe si et seulement si I'ensemble A des points de 22 situés
au-dessus du graphe de f est convexe.

Dans le cas ou f est dérivable, on a le résultat suivant :

3.5.5.5. Théoréme

Soit f est une fonction continue sur [a.b] et dérivable sur ]a,b[. Si
f’ est croissante sur Ja.b[. alors f est convexe sur [a, b]. Réciproquement
si f est convexe sur [a,b] et dérivable sur Ja.b[. alors f’ est croissante
sur Ja, b[

Preure — Soient r et y deux points de [a.b], avec r < y et soit z = ay+
(I1—a)x,avec 0 < a < 1. On veut montrer que f(z) < af(y)+(1—a)f(xr),
ou, ce qui revient au méme. que:

(1-0a)[f(z) = f(a)] < a[f(y) = f(2)]

D aprés le théoréme des accroissements finis il existe cet d. ¢ < ¢ < =
et z < d <y tel que:

f étant croissante on a: f'(c) < f'(d) et puisque (1—a)(z~r) = a(y—=)
on déduit que:

(I=a) [f(2) = f(x)] = (1-a) f'(c)(z—2) < af'(d)(y=2) = a [f(y) — £(2)]
d’ott le résultat.

Réciproquement — Si f est convexe sur [a.b], alors en tout point de
la, b, f admet une dérivée & gauche et une dérivée a droite telles que:

file1) < fie1) < fy(@e) < Fylas). Vas.zz €lablet o < 22 (2)
(voir exercice 7).

Si f est dérivable sur Ja, b[, alors fj(z) = f;(z) = f'(z). la croissance
de f’ résulte alors de (2).
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3.5.5.6. Remarque

On peut montrer que le graphe de toute fonction convexe, dérivable,
est au-dessus de chacune de ses tangentes.

o El)l( effet l)’équ;(tior)l de la tangente au point (zg. f(zg)) est: y =
ro)lr —xg)+ flxg).

On veut montrer que
f(z) = fleo) = (& — 20) f'(x0) > 0.
D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a:
f(z) = f(xo) = (x — xg)f'(c) ol cest compris entre ry et .
L'inégalité & démontrer est alors :
(x = 20) (f/(c) = f'(z0)) > 0.

Elle résulte du fait que f’ est croissante.

3.6. Théoréme des fonctions inverses
Soit f: S C = — E. A tout point y € f(5) on associe

ey ={res, flz) =y}
Si pour tout y € f(S), ey = {x}, on définit alors une application

e f(S)—=S
y—r tel que e, = {z}
» s’appelle la fonction inverse ou réciproque de f. Le probléme des fonc-
tions inverses est de trouver les conditions suffisantes sur f, pour assurer

I'existence de ¢ et dire quand ¢ est continue (resp. dérivable) si f est
continue (resp. dérivable).

En général ce probléme n’admet pas de solution globale, comme le
montre I'exemple de la fonction

fF Rk
r—r?

qui n'est pas inversible sur [¥ tout entier mais seulement sur R4 ou 2 _.

3.6.1. Théoréme

Soit f une fonction numérique, de domaine de définition Dy C R
vérifiant dans un intervalle 7 (I C Dy) les conditions suivantes:

1) f est continue sur /
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2) f est strictement monotone sur [.
11 existe, alors, une fonction unique o telle que:

Dy = f(I) = J est un intervalle,

flely)) = y pour y € J.
p(y) € 1.

© est continue et strictement monotone (dans le méme sens de monotonie
que f) sur J. @ est appelée une détermination de la fonction réciproque

de ¢ associée d 1.

Si de plus, f'(zp) existe en xo € I et f'(zq) # 0, alors ¢ est dérivable
en yo = f(ro) et on a:

¢ (yo) = F(zo)’

Démonstration

1) Si f est continue sur l'intervalle . d'aprés 2.8.1. f(I) = J est un
intervalle.

11) Supposons f strictement croissante sur I, alors f admet une fonc-
tion réciproque ¢ définie sur J = f(I) et strictement croissante sur J.
En effet si y; € J. il existe z, € I tel que y; = f(z1), et il n'existe pas
un autre r; # z1 tel que f(zo) = y1: sl 9 # 1, ou bien x9 > 7 et
ona f(rz) > f(z1). oubien 3 < r1 et ona f(rz) < f(z1). En posant
z1 = p(y1), on définit une fonction sur J vérifiant 'égalité f(p(y)) = v,
Vy € J. De plus ¢ est strictement croissante car si r; = @(y1) et
ro = (ya), y2 — y1 et zo — z; sont de méme signe.

1i1) Montrons que @ est continue sur J. Supposons encore que f est
strictement croissante. Soit yg € J. il faut montrer que Ve > 0, 3h > 0,
tel que:
ly — ol < n = |e(y) = v(wo)| <<

Posons g = v(ya) <= yo = f(xo).
Soit € > 0. choisissons un entier n tel que:

C‘

rg — —.rg+ ] C 1.
n
Par suite de la croissance stricte de f, on a

f (.l‘o + ;;) =yo+c (avece>0)et f (.l‘o - %) = yo~d (avec d > 0).

Choisissons un nombre n > 0, tel que:

[bo—nyo+n Clyo—d.yo+c[C J.

D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, et de la stricte croissance
de f. pour tout y €]y — 0. yo + n[ il existe un et un seul point

&

£ €
xe]zo—;‘x0+;[ tel que y= f(z) <= z=p(y)
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d’ot
< z.

S|

ly — vl < 1= lp(y) — 2(y0)l <

iv) On suppose que f'(rg) existe en zg € I et f'(xg) # 0. Soit
Yo = flxo) <= zo = @(yo), on cherche la limite. si elle existe. du
¢(yo + k) — v(yo)

rapport quand k — 0. Si k est assez petit, yo + k est
une valeur prise par f. On pose h = p(yo + k) ~ p(yo). Alors rg = 2(yo)
et p(yo+k) = zo+h = flzo+h)=yo+k Dotk = flro+h)—f(zo).

sih—0onak—0 (festcontinueen xp)

sik—>0onah—0 (pestcontinueen yp)

par suite
: @(yo + k) —(yo) _ 1. 1 _ 1 '
hmk—)O k - Al_l;% f(1'0+hh)—.f(-l‘0) - f’(IO) (f (I0)¢
0)

3.6.2. Exemple

Soit f(x) = £3 — 2z + 1. La restriction de f a l'intervalle ] \/3', +x{
admet une fonction réciproque ®. Calculons ®'(0) et ®(5). f'(z) =

322 — 2. Donc f est strictement croissante sur }\/g +c [

On sait que ®'(y) = f’?z‘)' f(1) =0 < 1 = ®(0), et puisque
f'(1) = 1 on obtient ®'(0) = f’zl) =1
De méme f(2) = 5 <= 2 = ®(5). et puisque f'(2) = 10 on a
= L - L
6= 5 = 10

3.6.3. Applications

3.6.3.1. Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques.
THEOREME ET DEFINITIONS

Les restrictions respectives des fonctions sinus, cosinus et tangente
aux intervalles [-3, £]. [0, 7] et ] — 7, 5[ admettent des fonctions réci-
proques, appelées Arcsinus, Arccosinus et Arctangente. définies et conti-
nues sur [—1,+1] pour les deux premiéres et sur ] — oo. +x[ pour la

derniére.

Elles vérifient les propriétés suivantes:

I3

(1) sin (Arcsinz) = 2 ; —g < Arcsinz < —.

[ )

(2) cos {Arccos ) = . 0 < Arccosz < .
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(3) tg(Arctgr) = x:

7 T
—— < Arctgr < —.
2 ® 2

De plus. Arcsin. Arccos sont dérivables sur | — 1. 1[ et Arctg sur =.

(4) (Arcsinz) = —\/11_—_? Ve €] - 1.1].
— r-
(:)) (AAI'CCOS.I')l = —% v-l‘ E] - 1. 1[
— r-
(6) (Arctgz)' = 1‘—1-1_15 Ve €] - x.+x].

D’ou les courbes représentatives :

A ) .
»1 . Yty = Arcsinx
) =sina K/Z ==
| i
I
i
-n/2 0 R -1 0 ; R
E n2 X : 1 X
. -1 |
-------- 1 -2

FIGURE: 3.6.3.1A

Y = Cos X

FiGgure: 3.6.3.1¢

FIGURE: 3.6.3.1B

y = Arccosx

n/2

0 1 x

FiGcUrre: 3.6.3.1D

v



80 Différentiation

) A
: Ya E y=tgx y
! ! y = Arclgx
.: ' o /2
i R R
f !
o/ 0 ,
-ni2; 2 x x
! j
! | S —"-_{r?é"%' """""""""
| |
I |
FIGURE: 3.6.3.1E FiGURrE: 3.6.3.1F
Démonstration — Faisons la démonstration pour la fonction sinus. La

fonction sinus est continue sur [~ 7. 7] et strictement croissante sur[—%. §].
sa dérivée, cosr, étant strictement positive sur | — 5. 5| (Proposit_ioﬁ
3.5.1). D’aprés le théoréme 3.6.1, elle admet une fonction réciproque
notée Arcsin. définie. continue et strictement croissante sur l'intervalle
sin([~3, §]) = [-1,1] et vérifiant :

sin (Arcsinr) =z pour r € [-1.1].
Arcsin (siny) = y pour y € [—E

2 5]'

De plus en tout point y € ]—%, %[ (siny) = cosy # 0. Donc d'aprés le
théoréme 3.6.1, Arcsin z est dérivable sur ] — 1,1[. et on a:

1
cos y

(Arcsin r)’ =

. T T
, avec r =slny. yE]—§.§[

1
V1-22

fait pour les autres fonctions.

Par suite: (Arcsinz)’ = Un raisonnement analogue pourra étre

3.6.3.2. Les fonctions hyperboliques
et leurs fonctions réciproques
Notations :

cosinus hyperbolique = ch

sinus hyperbolique = sh

tangente hyperbolique =

Argument cosinus hyperbolique = Argch
Argument sinus hyperbolique = Argsh
Argument tangente hyperbolique = Argth
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THEOREME ET DEFINITION
Les fonctions sh. ch et sont définies par les formules suivantes :

sha = %(er_e—x) : chr= %(er-l-e_r) o= %

sh et sont inversibles sur | — >. +2c[ et leurs fonctions réciproques sont
notées Argsh et Argth. La restriction de ch a l'intervalle [0. +>[ admet
une fonction réciproque notée Argch.

Les fonctions Argsh. Arfch et Axrcrth sont définies et continues res-

pectivement sur | — . +oc[, [1. +x[et ] — 1. 1[. En outre:
1
Argshr) = ——. Vr €] — x. +x
1
Argchr) = ——. Vr €]l +x
1
(Argthz)’ = T2 Vr €]1,+1]. Commentaires

(1) Des formules évidentes :
chr+shr=e"chr—shxr=e""
on déduit la formule fondamentale :
ch?r—sh’r=1
(i1) ch x est paire. sh x et x sont impaires. Pour @ > 0. chr,shret z
ont des valeurs positives.
(ii1) ch, sh et sont dérivables et :
5 1
(chz) =shz: (shx) =chr: (z) =1—"r= —
ch” x

quand r croit de 0 4 +>x.che croit de 14 +x.shrde0a+x et rde
0al.

y 4 Y4

y=Argchx

)

FIGURE: 3.6.3.2a FIGURE: 3.6.3.2B
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ya y=shx
b
]
y = Arg shx
Y% R
X 0] R
x
FiGURrE: 3.6.3.2¢ FiGure: 3.6.3.2Dp
y A A
y = Arg thx y !
y=thx : :
e S i |
' 1
|
! I
0 . Y i s
X -1; 11 X
i |
I |
___________________________ i |
-l z !
! |
) |
H )
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(iv) La fonction ch r est continue et strictement croissante sur [0. +[.
sa dérivée sh sur 0. 4+ [ est strictement positive. D'aprés le théoréme
3.6.1. elle admet une fonction réciproque. notée Argch. définie. continue
et strictement croissante sur ch([0. +oc[) = [1. +x|.

De plus en tout point y €]0. +x[ (chy) =shy # 0. Donc d’aprés le
théoréme 3.6.1.. Argch « est dérivable sur |1.4+>{ et on a:

1
(Argch r) = G5y avec & =chy. y€]0.+x]|

o

1
V1+ 22

Un raisonnement analogue pourra étre fait pour 1'étude de Argsh et
Argth.

Par suite: {Argchz) = (ch?y —sh?y = 1).
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v) Les fonctions Argsh. Argch. et Argth peuvent se mettre sous forme
de logarithmes népériens:

Argshr = In (x + 2+ l)

Argchze = In (.l‘ + V2~ 1)

1. 1+
Argthe = =1
gt ?nl—.l‘

Démontrons, par exemple. la premiére formule.
y=Argshr <= r=shy

dechgy:shgy—{-lz1-I—.l'2 on tire chy = v/1+ x2 car chy > 0. d'on
ey =shy+chy=zc+vV1i+r2ety=1In (z+ 1+ x?).

3.7. Suites de fonctions différentiables

Soit (fn) une suite fonctions définies sur un intervalle I de . a valeurs
dans . On a vu, dans le chapitre précédent, que toute limite uniforme
de fonctions continues est continue.

L’exemple suivant montre que cette condition n'est pas suffisante si
on remplace la propriété de continuité par celle de dérivabilité : considé-

. . . 1 1
rons la suite de fonctions définies par f,,(z) = /22 + — — —. Pour tout
n®> n

n. fn est dérivable sur F et la suite (f,) converge sur = (uniformément
sur tout intervalle [a, b]) vers f(z) = |r| qui n'est pas dérivable en 0.

D'ailleurs le théoréme d’approximation [exercice 26, Chapitre 2] de
Weierstrass affirme que toute fonction continue sur [a, b] est limite uni-
forme d"une suite de polynémes, qui sont dérivables.

En outre le méme Weierstrass a donné un exemple d'une suite de
fonctions dérivables qui converge sur = vers une fonction continue qui
n’est dérivable en aucun point.

Remarquons que la suite de fonctions dérivables
1.
falr) = —sinnrr
n
converge vers la fonction dérivable f(z) = 0 Vo € Z. alors que la suite

des dérivées f] (r) = cos nmz ne converge pas.

Le théoréme important suivant donne des conditions suffisantes sur
la suite (f,), dont la principale est la convergence uniforme de la suite
des fonctions dérivées (f},). qui entrainent la dérivabilité de f.

3.7.1. Théoréme

Soit (f) une suite de fonctions définies et dérivables sur un intervalle
I borné, a valeurs dans F. On suppose :
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— qu’en un point zg de I, la suite (f,(zg)) converge.

— la suite des fonctions dérivées (f]) converge uniformément sur [
vers une fonction g. Dans ce cas. la suite (f,) converge uniformément
sur I vers une fonction f dérivable sur I, telle que f' = g.

Démonsiration — Solent a, b (a < b) les extrémités de [ et z € I. Sim,
n sont deux entiers. on applique le théoréme des accroissements finis a
la fonction f,, — f» sur U'intervalle d’extrémités g, z. Il existe un point
y (dépendant de m et n) entre rg et r tel que:

fml2) = fo(2) = fin(20) = fnlx0) + (z = 20) (fa (¥) = Fr(¥))
d’ou
[fm(2) = fa(2)| £ |fm(x0) = falzo)| + (6 —a) [fr(¥) = fr(w)] (1)

Soit ¢ > 0. Pour > 0. dng(2) > 0. tel que pour m, n > ng on

€
2(b—a)
a: |fp(x) = fim(e)] <
sur [)

We—»a_f Vz € I (convergence uniforme de (f7)

Pour % Ini (e, zo). entier positif. tel que st m. n > ny on a:
€
[fm(20) = fa(zo)] < 3 (convergence de (fn(z0))).

D’ol, si ny = sup(ny, ng), alors pour m, n > no, on a d’aprés (1)
|fm(z) — fa(z)| < e, Vo € I (voir exercice 12, Chap. 2).

Donc la suite (f,) converge uniformément vers f, et puisque les f,
sont continues, alors f est continue sur / (théoréme 2.9.2.9 ). Pour établir
I’existence de la dérivée de f en un point ¢ de I, on applique le théoréeme
des accroissements finis & f,,, — f, sur I’intervalle d'extrémités ¢ et z.

Donce il existe un point = (dépendant de m et n) tel que:

(fm(x) — fn(2)) = (fm(c) = fule)) = (x—¢) (f:n(z) - frlz (=)

Donc pour ¢ # x, on a,

fm(x) = fmlc)  fa(x) = falc)

L —=C r—c

<2 = £r(2)] (2)

la convergence uniforme de (f},) entraine: pour tout ¢ > 0, IM (g), tel
quesim,n > M, ona:

[fm(2) = fr(2)l<e. Vzel
Donc pour m, n > M. (2) entraine:

Jm () = fm(c) _ fa(2)) = fale) <

r—c r—2cC -

€. (3)
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Si m tend vers +o¢, (3) entraine :

) = fle) _ fale)) = fule)]

£. 4
r—c r—c - ()

D’autre part il existe N (g). tel quesin > N.on a

|fr.(c) — g(c)| < ., pour tout c€ I

—
[
=

(convergence uniforme de (f}) vers g).

Soit Ny = sup(N, M) il existe dn,(g) > 0 tel que si 0 < |2 —¢| < 4,
ona:

Il =1l g o) < (6)
r—c
de (4), (3) et (6) on tire:
si 0< |r—c|<dn,(¢). alors \w —g(c)| < 3e.

3.7.2. Remarques

i) on a vu [théoréme 2.9.29] que si une suite {f,} de fonctions conti-
nues converge uniformément vers f. alors f est continue, ce qui peut se
traduire par:

lim ( lim (f, (.l‘)) = lim ( lim fn(:c)) (1)
I—=Tg \n—=+00 n—4oc \r—rg9
(1) traduit que la continuité est « transparente » par rapport a la notion

de limite.

i1) de méme sous les hypothéses du théoréme 3.7.1 on peut écrire :

iz (i i) = i (o)

la dérivation est « transparente » par rapport a la notion de limite. Les
propriétés (i) et (1) sont intimement liés 4 la notion de la convergence
uniforme. On verra un autre exemple dans le chapitre sur l'intégration.

11i) Le théoréme 3.7.1 est un moyen puissant pour définir de nouvelles
fonctions, nous en donnerons des exemples dans le § 3.9.
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3.8. A RETENIR

1) f est dérivable en xq si il existe A € R tel que:

Flzo+h) — f(zo) = hA+ he(h) on lim=(h) =0

h—0

A est par définition la dérivée de f en zo. notée f'{rg).

ii) L'application h — f'{xg)h est appelée la différentielle de f en
xg. notée d f(ro) ou simplement d f. df = f'(z)dr ou dr est la
différentielle de I'application identique A — h on a:

xdf=dx*f

ol * le changement de variable xx = g(z). dérivable. qu'on effectue
dans f'(x).

1) Théoréme des accroissements finis

f: I CE— K. Si f est continue sur / et dérivable sur I(> Alors: Va.
be I. 3c €a, b. tel que, f(b) — f(a) = f'(¢c)(b —a).

iv) Théoréme des fonctions inverses
Soit f une fonction numérique vérifiant dans un intervalle I (I C Dy)
les conditions suivantes :

1) f continue sur |

2) f est strictement croissante (resp. décroissante) sur /.

Il existe une fonction unique » telle que

Dy = f(I) = J est un intervalle.

flp(y)) =yVyeJet oy €l

» est continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur J.
£ est une détermination de la fonction réciproque de f associée a 1.

Si de plus f admet une dérivée f'(r) # 0 alors » admet également

une dérivée au point y = f(z) et ©’'(y)

f'(x)

v) Suite de fonctions différentiables

Soit {f,} une suite de fonctions définies et dérivables sur un inter-
valle borné I. Si (f,(x0)) converge pour un zro € [ et {f}} converge
uniformément sur I vers g alors:

— (fn) converge uniformément sur I vers une fonction f. dérivable
sur I, telle que: f' = g.

3.9. Exercices et problémes

1) Soient k un nombre réel et f la fonction réelle définie sur & par

flr) = r2cos <l) +hkr sizx#0. et f(0)=0.

x
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a) Démontrer que f est dérivable sur = et calculer sa dérivée en tout
point de =.

b) On suppose 0 < |k| < 1. Démountrer que pour tout nombre réel

a > 0. la fonction dérivée f’ change de signe sur l'intervalle | —a.a[. La

fonction * — f'(r) est elle continue sur =7

2) Soit la fonction g définie sur = par
. 1

g(x) =a7sin | ——=
vz

a) Montrer que f est continue et dérivable sur =.

sie#0 et f(0)=0.

b) Montrer que f’ est continue mais n'est pas bornée.

3) Soit la fonction f définie sur = par f(x) = r? sin(%) stz # 0 et
£(0) = 0.

a) Montrer que f est continue et dérivable sur = et calculer f.

b) f’ est elle continue. bornée?

4) Montrer que la fonction h définie sur l'intervalle ]2.+x[ par
h(z) = 23 — 3x? admet une fonction réciproque y strictement crois-
sante et dérivable: déterminer l'intervalle de définition de p. Calculer

¢ _
w(=2) et £'(=2).

5) La lumiére émanant d'un point source S illumine une surface
circulaire C'. avec une intensité proportionnelle au cosinus de 1'angle 6
d’'incidence et inversement proportionnelle au carré de la distance d a la
source (voir figure).

FIGURE: 3.9.5

A quelle distance x doit-on placer la source lumineuse S au-dessus
du centre d'un disque de 12 ¢cm de rayon pour que l'illumination soit
maximale?

6) a) Montrer que la fonction g définie sur [—1.1] par g(z) = ez

si > # 0 et g(0) = 0 est indéfiniment dérivable et vérifie ¢(")(0) = 0.
Yn > 1.
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b) Soit @ > 0. f : [—a.a] — & une fonction continue. Montrer que si
f est nulle sur ] — a, a[, alors f est aussi nulle sur [—a, a].

¢) On suppose que f est indéfiniment dérivable sur [—a.ad] et que:
i) £(0) =0, f")(0) =0, ¥n > 1:
") (2)

— < 0" pour tout r € [~a.d] et pour
n!
tout n > 1. Montrer que f est nulle sur [—% %]

i1) il existe p > 0 tel que

k
d) On suppose que a est de la forme —. ou & € I7". Déduire de b)
0

que f est nulle sur [—a. q].

7) Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [ de =. On

dit que f est convexe sur [. sl f (L—;_—y> < %[f(x) + fly)] pour tout

couple (r.y) de I x I.
a) On suppose f continue et convexe sur /.

1) Montrer que pour tout entier n > 2. on a:

f(rlﬂﬁzulﬂn) < 5 U]+ flaa) o fla)]

[\

pour tout n-uplet (ry,rs..... r,) d'éléments de I.

i) Montrer que si z,y € I et si t € [0, 1], alors
FA=tr+ty) < (1-t)f(r) +1f(y).
ii1) Montrer que si & < y < = sont des éléments de [, alors

fly) = flz) < f(z) = fx)
y—-r - r—xr

En déduire que si w < x < y < = sont des éléments de /. alors

Jle) = flw) _ 12) = £(3)
r—u - -y

iv) Montrer que f posséde une dérivée & gauche et une dérivée &
droite. et que les points x de I tels que f’(r) n’existe pas constituent un
ensemble dénombrable.
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