Chapitre 11 : APPLICATIONS
DES

DETERMINANTS

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la théorie des déterminants a la
recherche de I'inverse d’une matrice carrée inversible, @ la détermination du
rang d’une application linéaire, puis a la résolution des systémes d’ équations
linéaires. Cette étude montre I’ importance fondamentale des déterminants dans
les applications et justifie amplement I’ intérét qui leur est accordé.

Nous désignerons toujours par K un corps commutatif qui, dans la plupart
des cas seraR ou C.

11.1. Calcul de Pinverse
d’une matrice carrée

D’aprds le Théordme 10.3.3.2 d), une matrice carrée A est inversible si et
seulement si dét(A) # 0. Nous nous proposons de montrer comment utiliser les
déterminants pour calculer la matrice inverse d’une matrice inversible.

11.1.0.1. Définition

Soit A = (ai;) une matrice carrée d’ordre n. On appelle matrice complé-
mentaire de A, et on note A, la transposée de la matrice des cofacteurs de A.

Autrement dit, si A = (b;;),0ona
bi; = (—1)‘+jdét(Ajg)

od 4;; est la matrice déduite de A par suppression de la ¢ ligne et de la
7% colonne.

11.1.0.2. Théoréme

Quelle que soit la matrice A € My(K),ona
AL = AA =de(4) - I,

on 1, désigne la matrice unité d’ordre p.
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Par suite, si A est inversible, son inverse est donné par :

1 .
-1 __ .
A T dét(A) 4

Démonstration. Soit A = (a;;). Posons

A= (bij) et AA = (i)

Ona o
b,'j = (—1)’+‘7 dét(Aj,').
Par définition du produit de deux matrices, on a
P P

cij = Z a;iby; = E (—l)k+j a.:kdét(Ajk).

k=1 k=1

Si ¢ = j, la formule (10.3.4.5) montre que c;; est égal a dét(A). Si¢ # j, on
voit que c;; n’est autre que le déterminant de la matrice obtenue en remplagant
dans A la 5% ligne par 1a i#*™ sans toucher aux autres. Cette matrice ayant deux
lignes identiques, son déterminant est nul: ¢;; = 0si ¢ # j.

On a donc .
AA =dé(A) - I,.
On montrerait de m&me que
AA =dét(A) - I,.
Si 1a matrice A est inversible, on a dét(A) # 0. Alors

A A

A Ga@ = A=
d’od ]
1= —— . A
dét(A)
Regle pratique:
Posons A~! = (o;5). Alors si A;; est le cofacteur de a;; dans A, la formule
1 -
A= ——.
a4
montre que
YT de(A)

Ainsi, on obtient I’inverse d’une matrice inversible A d’ordre p > 1, en
formant la transposée A de la matrice des cofacteurs de A, puis en divisant tous
les éléments de A par dét(A).
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11.1.0.3. Exemple

Considérons la matrice

Si dét(A) = ad — be # 0, A est inversible. On a
- d -b
A= ;
~C a
e i)
ad—be \ —¢ a

11.2. Détermination du rang

d’ot

Nous allons appliquer la théorie des déterminants a la recherche pratique du
rang d’une application linéaire, d’une matrice ou d’un systeéme de vecteurs. Le
calcul durang d’une application linéaire ou d’une famille de vecteurs peut d’ail-
leurs se ramener 2 celui du rang d’une matrice puisque le rang d’une application
linéaire est celui de sa matrice dans des bases données, qui est aussi celui des
vecteurs colonnes.

Posons la définition suivante :

11.2.0.1. Définition

Soit A une matrice de type (m, n). On appelle matrice extraite de A, toute
matrice obtenue en supprimant un certain nombre de lignes et un certain nombre
de colonnes de A.

On appelle déterminant extrait de A, tout déterminant d’ une matrice carrée
extraite de A.

Nous ne considérerons que les matrices carrées extraites et nous avons le
résultat suivant.

11.2.0.2. Théoréme
Soit A = (a;;) une matrice de type (m, n) @ éléments dans K. Alors le rang

de A est le plus grand entier r tel que I’ on puisse extraire de A au moins une
matrice carrée inversible d’ordre r.
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Démonstration. Soient £ un K-espace vectoriel de dimensionm et B =
(e1,...,em) une base de E. Soient z,...,z, les vecteurs colonnes de la ma-
trice A:

m

rj = Z aije; (1<j<n).

i=1
D’apres le Théoreme 9.2.1.5 le rang de la famille {z;, ..., z,} est égal au
rang de la matrice A.
Soit p le rang de 1a matrice A et soit r le plus grand entier tel que 1’on puisse
extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre ». On a évidemment

r < inf(m, n).

Nous allons montrer que p = r.,

Démontrons d’abord que p > r. Soit M une matrice carrée inversible
d’ordre r extraite de A. On peut supposer, en changeant au besoin la numéro-
tation des lignes et des colonnes de A, que M est la matrice formée par les r
premilres lignes et les 7 premidres colonnes de A. Posons:

(al o Oy e Q1p \
M
A=
ar1 oo Qpyp o Qpp
\ ami e Qmy ... QAmn )

Les r premiers vecteurs colonnes zi, ..., £, de A sont linéairement indépen-
dants ; sinon 1’un d’eux, z; par exemple, serait une combinaison linéaire des
autres :

21 =XT2+ -+ Arzy.

Dans la matrice M, les éléments de 1a premiere colonne seraient des combi-
naisons linéaires des éléments correspondants des autres colonnes et le détermi-
nant de M serait nul contrairement au fait que M est inversible.

Comme parmi les vecteurs zy, ..., 5, il existe » vecteurs linéairement indé-
pendants, la dimension du sous-espace vectoriel engendré par zy, ..., zn, C’est-
A-dire le rang p de A, est supérieure ou égale a r.

Démontrons maintenant que r > p. Pour cela, nous allons extraire de la
matrice A, une matrice carrée inversible d’ordre p.

Par définition du rang de la matrice A, il existe p vecteurs colonnes de A
qui sont linéairement indépendants. Soit A’ la matrice de type (m, p) obtenue
en supprimant n — p colonnes de A. On peut extraire de A’, p vecteurs lignes
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linéairement indépendants puisque le rang d’une matrice est le rang de ses
vecteurs colonnes qui est aussi le rang de ses vecteurs lignes. Soit A” 1a matrice
carrée d’ordre p obtenue en supprimant m — p lignes de A’. Alors A” est une
matrice inversible de rang p extraite de A. Donconar > p.

On en déduit r = p et le théoréme est démontré. m]

Nous déduisons de ce théordme un critére général pour que des vecteurs
soient linéairement indépendants.

11.2.0.3. Théordme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ey, ..., €,) une base
de E et zy, ..., x, des vecteurs de E définis par :

n

37j=z: aije; (1<j<p).

i=1

Soit M = (a;j)1<i<n,1<j<p la matrice des coordonnées de ces vecteurs par
rapport & la base B. Alors pour que z, ..., z, soient linéairement indépendants,
il faut et il suffit que I'on puisse extraire de M une matrice carrée inversible
d’ordre p.

Démonstration. Nous savons que si p > n, les vecteurs z1, ..., T, sont linéai-
rement dépendants. Supposons donc p < n. La famille {z,, ..., zp} est libre si
et seulement si le sous-espace vectoriel de E engendré par cette famille est de
dimension p, c’est-3-dire si et seulement si le rang de {z, ..., z,} est égal A p.
D’apres le Théordme 9.2.15, le rang de la famille {zi, ..., z,} est égal A celui de
lamatrice M. Le Théoréme 11.2.0.2 montre alors que les vecteurs zy, ..., T, sont
linéairement indépendants si et seulement si on peut extraire de M une matrice
carrée inversible d’ordre p. ]

Caractérisation du sous-espace engendré par un systéme libre.

Le résultat suivant nous sera fort utile dans 1’étude des systémes d’équations
linéaires.

11.2.04. Théorétme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (e1, ..., ;) une base
de E et z1, ..., z, r vecteurs linéairement indépendants de E(r < n) définis par

n
z; = Z a;je; (1 <j< T‘).
i=1

Alors pour qu'un vecteur v de composantes b, ..., b, de E appartienne au
sous-espace vectoriel engendré par x, ..., z,, il faut et il suffit que lesn — r
déterminants
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a . Q1p bl

Ap =
k Arl .. Qpy b,-
akl ... OQkr bk

soient nuls pour toutk € {r+1,...,n}.

Démonstration. Comme les vecteurs zi, ..., z, sont linéairement indépendants,
on peut extraire de la matrice M = (a;;) qui est de type (n,r) une matrice
carrée P inversible d’ordre r. En changeant au besoin 1’ordre de numérotation
des lignes et des colonnes de A, nous pouvons supposer que

a aiy
P= :
ar1 Qrp
Considérons la matrice
apy a1, b
M' = [/ 73] e Qpy b,-
Anl ... Gpr bn

dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs =, ..., z,, v.

Si le vecteur v appartient au sous-espace vectoriel engendré par z, ..., ,, on
arg(M') < r+1et, puisque P est inversible, le rang de M’ est &gal a r. Tous
les déterminants d’ordre » + 1 extraits de M’ sont donc nuls. En particulier, tout
déterminant d’ordre r + 1 extraitde M’ et dont dét( P) est un déterminant extrait
est nul. Autrement dit, tous les déterminants Ay sontnulspourk =r+1,...,n.

Réciproquement, supposons que Ay = Qpourtoutk € {r+1,...,n}.
Sik < r, Ag est évidemment nul car ce déterminant a deux lignes identiques.
Si k > r, en développant Ay par rapport 2 1a ligne d’indice r + 1, on obtient

r
Z agj Ar+1,j + dét(P)bk =0
ji=1
oliles A,y ; sont les cofacteurs des éléments de la ligne d’indice r + 1 de A;.
On en déduit:

A+ 22812+ + 2 Aryrr + dét(P)v =0,

ce qui achéve la démonstration du théoréme. a
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11.3. Systeme d’équations linéaires

Dans ce paragraphe, nous définissons les systémes d’équations linéaires, puis
nous donnons plusieurs interprétations d’un tel syst®me.

11.3.1. DEFINITIONS
11.3.1.1. Définition

Soit K un corps commutatif. On appelle systéme de m équations linéaires
a n inconnues, @ coefficients dans K, un systéme de la forme

aney+ -+ any, = bh

anzy + -+ a3y = b
(11.3.1.1)

GmiZi+ -+ GmnZn = by

Les éléments a;; de K sont les coefficients du systeme. Les éléments b; de K
s’appellent les seconds membres. Les coefficients et les seconds membres sont
des éléments donnés dans K.

Les z;(1 < j < n) sont les inconnues.

On appelle solution du systéme toute suite (z1, ..., z,) d’éléments de K qui
vérifient les m équations du systeme.

Résoudre le systéme, c’est en trouver toutes les solutions. Lorsque le sysieme
admet au moins une solution on dit qu’il est compatible, sinon on dit qu’il est
impossible.

Sid) = ... = b, = 0,le systeme est dithomogéne. Le syst2me obtenu en fai-
sant b = ... = by, = O est ditsysttme homogene associé au systéme (11.3.1.1).
Il admet alors au moins la solution (0, ...,0) € K" appelée solution nulle ou
triviale.

Pour résoudre le systtme (11.3.1.1) il est souvent utile de considérer les
interprétations suivantes :

11.3.2. INTERPRETATIONS D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS LINEAIRES

a) On appelle matrice du systéme (11.3.1.1) la matrice des coefficients a;; :

ay a;z ... ain

021 azz PR 02']
A=

ami am2 Gmn
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Posons
I bl
T2 by
X = , B =
Tn bm

Alors le systeéme (11.3.1.1) est équivalent A 1’équation matricielle
(11.3.2.1) AX =B
dans laquelle A et B sont des matrices connues et X une matrice inconnue. On
dit que (11.3.2.1) est 1a forme matricielle du systtme 11.3.1.1.
11.3.2.1. Définition

On appellerang du systéme (11.3.1.1) le rang de la matrice A de ce systéme.
b) Soient A;, ..., A, les vecteurs colonnes de 1a matrice A ; ce sont des vecteurs
de K™ définis par leurs composantes dans la base canonique:

a Q1n

am1 Qmn

Notons encore B le vecteur de K™ ayant pour composantes by, ..., byy,.
Le systéme (11.3.1.1) est alors équivalent 4 1’équation vectorielle dans K™ :

(11.3.2.2) 21A1+ ...+ 2z, A, = B.
On dit que (11.3.2.2) est 1a forme vectorielle du systtme (11.3.1.1).

Résoudre le systéme (11.3.1.1) revient donc A chercher si B est combinaison
linéaire des vecteurs Ay, ..., An, i.e. si B appartient au sous-espace vectoriel
de K™ engendré par les vecteurs Aj,..., A, et, dans 1’affirmative, & trouver
toutes les décompositions possibles de B sur la famille {4, ..., A,}.

11.4. Systéme de Cramer

Dans ce paragraphe, nous supposons que m = n; autrement dit, le systéme
considéré contient autant d’équations que d’inconnues.
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11.4.1. DEFINITION
11.4.1.1. Définition

On dit qu’ un systéme de n équations linéaires @ n inconnues est un systéme
de Cramer si la matrice A de ce systéme est inversible.

Un systéme de Cramer peut toujours s’écire sous la forme matricielle

(11.4.1.1) AX =B.

Nous allons voir qu’un tel syst®me possede toujours une solution unique
donnée par:
X =A"'B.

On appelle déterminant du systéme (11.4.1.1) le déterminant de la matrice A
de ce systeme,

Le théor®me suivant donne plusieurs caractérisations des systtme de Cramer.

11.4.1.2. Théoréme

Soit
anzi+ -+ ammTn = b
(114.12) azi+ -t apmry, = b
An1Z1+ -+ ApnTh = bn

un systéme de n équations linéaires Q n inconnues écrit sous forme matricielle :
AX = B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Quel que soit B, le systéme (11.4.1.2) admet une solution et une seule.
b) Quel que soit B, le systéme (11.4.1.2) admet au moins une solution.
¢) Quel que soit B, le systéme (11.4.1.2) admet au plus une solution.

d) Le systéme homogeéne associé au systéme (11.4.1.2) n’ admet que la solution
triviale.

e) La matrice A du systéme (11.4.1.2) est inversible.
f) dét(A) #0.

La solution unique du systéme (11.4.1.2) est alors

X = A"'B.

Démonstration. Soit u I’endomorphisme de K™ dont la matrice par rapport 4 la
base canonique de K™ est A. L’assertion a) signifie que u est bijectif, b) que u
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est surjectif, ¢) que u est injectif, d) que le noyau de u est réduit a {0}, e) que u
est inversible, et f) que dét(u) # 0. Les assertions a), b), ¢), d) et e) sont donc
équivalentes d’apres le Corollaire 8.2.3.5 et le Théoréme 10.3.2.3 d).

En outre, comme la matrice A est inversible, on obtient la solution unique
du syst2me (11.4.1.2) en multipliant 2 gauche les deux membres par A~!. On
obtient

X =A"1B. 8]

11.4.2, FORMULES DE CRAMER

Si on a déja calculé la matrice inversie A~!, la formule X = A~!B permet
d’obtenir facilement la solution unique d’un syst¢me de Cramer. Sinon, on peut
utiliser les formules de Cramer que nous allons établir.

11.4.2.1. Théoréme

Soit
(114.2.1) Z ajiz; = bj, (1<j<n)

un systéme de Cramer.

La solutionunique (1, ..., z,,) de ce systéme est donnée par les formules de
Cramer:
A
A

o A est le déterminant du systéme et ok A; est le déterminant déduit de A en
remplagant la i colonne par la colonne des termes constants by, ..., by,.

(11422) i = (1<i<n),

Démonstration. Le systtme (11.4.2.1) est équivalent 4 1’équation
(11.4.2.3) A+ +z2,An =B

ol les vecteurs Ay, ..., A, de K™ sontlinéairement indépendants car dét(A) # 0.
Ces vecteurs forment une base de K™ et par suite, il existe un syst®me unique
de scalaires zy, ..., z,, (les composantes du vecteur B dans la base (A4, ..., A,))
vérifiant (11.4.2.3).

Calculons le déterminant :
A= dét(Al yeeey Ai—1, B, A,'+1, ey An)

dans la base canonique de K™.
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Puisque 1I’application déterminant est une forme n-linéaire alternée, on a

A; = dé (Al, ...,A;_l,z TE Ak, Aigl, ...,An)
k=1

= E dé[(A] s ey A1, Ak, A,'+1, ey An)
k=1
= dét(Al, e Ai, Aiy Aty ooy An) = z;A.
D’oll, puisque A # 0,

z; =

>| P

11.4.2.2. Remarque

Les formules de Cramer conduisent souvent a des calculs pénibles de dé-
terminants. Il est possible dans certains cas de s’en passer en recourant A une
succession de combinaisons linéaires des lignes du syst¢me.

114.23. Exemple
Résoudre le systtme

y+z=1 (1)
(S):{ z+z2=2 (2)
z+y=0  (3)

Le déterminant du systdme (S) est

0 1 1
A=1]1 0 1 (=2
1 1 0
D’od, d’apres les formules de Cramer :
1 1 1 0 1 1
2 0 1 1 2 1
. 0 1 0] 1 |1 0 0] 1
= A =2 y= A )
0 1 1
1 0 2
L1 1 0j_3
B A T2
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On peut retrouver ces résultats plus rapidement en procédant de la fagon
suivante:

Additionnons les équations (1), (2) et (3); le syst2me (S) est équivalent au
systéme

y+ =z = 1
z+z = 2
z+y+z = 3
yTE = 3
1 1
En retranchant la 2° équation de la 3¢, on obtient y = ~3 d’oll z = 3

1
d’apres la 3° équationde (S).Enfinz =1—-y =1+ 3=

N W

11.5. Résolution d’un systeme linéaire
quelconque

11.5.1. EQUATIONS PRINCIPALES.
INCONNUES PRINCIPALES

Revenons maintenant au cas d’un systéme linéaire quelconque de m €quations
A n inconnues :

n
(11.5.1.1) Z ajiz; = b;, (1<j<m)

i=1
Notons r le rang du systtme (11.5.1.1).

On sait qu’il existe une matrice carrée M inversible d’ordre r, extraite de la
matrice A de ce systéme.

En changeant au besoin la numérotation des équations et des inconnues, on
peut supposer que

On dit que le déterminant A de la matrice M est le déterminant principal
du systtme. Les r premitres équations sont les équations principales et les
inconnues z1, ..., , sont les inconnues principales, les autres inconnues étant
les inconnues non principales.
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11.5.2. CONDITION DE COMPATIBILITE ET RESOLUTION

Comme nous I’avons vu, le systtme (11.5.1.1) s’écrit sous forme vectorielle :

A+ -+z2,4, = B.

Les vecteurs colonnes Aj,..., A, engendrent un sous-espace vectoriel E
de K™ et le systtme n’est possible que si le vecteur B appartient 2 F. On est
donc ramené 2 trouver une base de E ou, ce qui revient au mé&me, A déterminer
le rang r du systtme (11.5.1.1).

Le cas ot » = m = n ayant ét€ traité au paragraphe 11.4, nous allons
examiner lescasolir = m < npuis r < m.

1% cas: r = m < n. Si le rang du systtme (11.5.1.1) est égal au nombre
d’équations, ona E = K™ donc B, qui est un vecteur K™, appartient 2 E' et
par suite le syst2me est compatible quel que soit B.

Les vecteurs colonnes A, ..., A, forment une base de K™ et on peut écrire
le systéme sous la forme :

z21A1 4+ + ZmAm = B~ Tmi1Amy1 — - — 2 dp = B

Quelles que soient les valeurs données aux inconnues non principales
T4, -y En, 1€ vecteur B’ appartient 2 K™, On peut donc I'écrire de ma-
ni¢re unique comme combinaison linéaire des vecteurs A, ..., A, On obtient
z1, ..., £, en résolvant par les formules des Cramer les m équations principales
par rapport aux inconnues principales :

La résolution de ce syst®me donne une solution unique en z;, ..., Z,, mais
cette solution dépend des inconnues non principales £,41, -.., £, qui ont des
valeurs arbitraires dans K. On dit qu’il y a une indétermination d’ordre n — m,

2% cas: r < m. D’aprs le choix de I’ordre des équations et de I’ordre des
inconnues, les vecteurs A, ..., A, sont linéairement indépendants ; ils forment
donc une base du sous-espace vectoriel £ de K™.

Donc si 7 < m, le systdtme (11.5.1.1) est compatible si et seulement si le
vecteur B appartient au sous-espace vectoriel E, donc (Théordme 11.2.0.4), si
et seulement si les m — r déterminants

an ai, b
Ao | e
ary Grr b,
ak1 aiy b

sontnuls pourtoutk € {r + 1,...,m}.
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Les déterminants Ag(r + 1 < k < m) s’appellent les déterminants carac-
téristiques du syst¢me (11.5.1.1).

Supposons que le systtme ? soit compatible.

a) Sir = n,les vecteurs Ay, ..., A, forment une base du sous-espace vectoriel E.
Le vecteur B s’exprime donc, d’une manitre et d’une seule, comme combinaison
linéaire de Ay, ..., An:

31A1+"'+znAn = B.

On obtient z;, ..., z, par les formules de Cramer en résolvant les n équations
principales par rapport aux n inconnues principales.

b) Si r < n, on peut écrire :
oA+ -tz A =B-2 1 Arp1 — 0 — znAn = B".

Quelles que soient les valeurs données aux inconnues non principales
Ty41,-.., T 1€ vecteur B’ appartient au sous-espace vectoriel E engendré par
les vecteurs Aj, ..., An. On peut donc I'exprimer de maniere unique comme
combinaison linéaire des vecteurs de la base (A4,...,4,) de E. On obtient
z1, ..., &y €n résolvant, par les formules de Cramer, les r équations principales
par rapport aux  inconnues principales :

anzy+---+0a1,2r = by — a1,,41%r41 — -+ — A1nTn
(115.1.2) ettt
a1 Z1+ o+ Qpp e = by — Qrr4+1Tr41 — *** — QrpZp

La solution dépend alors des n — r inconnues arbitraires z,41, ..., Zn.
¢) Lorsque le systtme (11.5.1.1) est compatible, toute solution est également
solutiondu systéme (11.5.1.2). Ce qui précéde montre que, réciproquement, toute

solution de (11.5.1.2) est solution du systdme (11.5.1.1). Ces deux systémes sont
donc équivalents dans le cas ol le systéme (11.5.1.1) admet des solutions.

Résumons 1’étude qui vient d’tre faite en énongant le théor2me suivant:

11.5.2.1. Théoréme (Théor2me de Rouché-Fontené)
Soit (S) un systéme de m équations linéaires & n inconnues, de rang r.
a) Si 7 = m = n, le systéme admet une solution unique.

b) Si r = m < n, le systéme admet des solutions que I'on obtient en donnant
des valeurs arbitraires aux n — m inconnues non principales et en résolvant le
systéme de Cramer aux m inconnues principales.

¢) Si r < m, le systéme admet des solutions si et seulement si les m — r
déterminants caractéristiques sont tous nuls. Lorsque cette condition est vérifiée,
le systéme se réduit aux r équations principales que I’ on résout comme au b).
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11.5.2.2. Exemple

Résoudre le systtme
xz +2z = 2
(S) z 42y = 1
z =2y 4Bz = 1

ol o et G sont des parametres réels.
Le déterminant du systéme est

o 0 2
A=]1 2 0 |=2(xp—-4).
1 -2 B

1* cas: Si o 3 # 4, on a un systtme de Cramer. Les formules de Cramer
(11.4.2.2) donnent

_25-2)  _ Blx=2) _ 2Aex-2)

FE%p-4 Y Axp-4)y ‘T xp-4

2¢cas: Six S =4,0na
' 0
1 2

=2x.

Ce déterminant étant non nul puisque o< 8 = 4, le systtme est derang 2. Il y
a un seul déterminant caractéristique qui doit &tre nul

x 0 2
Ay=|1 2 1=0
1 -2 1

Ona A3 = 4(x —2).
a) Si x# 2, le systémie est impossible.

b) Si oc= 2, alors # = 2 puisque x B = 4. Le systdme admet des solutions; les
inconnues principales sont z et y. Nous sommes ramenés 2 résoudre le systéme :

2r =2 -2z
z+2y=1
qui est un syst®me de Cramer. Les solutions sont

z=1-z2, y=§ etz,oblz €R.
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11.6. Systéemes homogenes

Considérons un systéme linéaire homogene de la forme
n
Zaj;Z:;:O (IS]_<_m)
y

Avec les notations habituelles, ce systéme s’écrit :

$1A1 + ...+ 2, A, = 0.

Nous savons déja qu’un tel systeéme admet toujours au moins la solution
banale zy =0, ...,z, = 0.

Soit r le rang du systeme. La résolution d’un systtme homogene se raméne
toujours 2 celle du systtme des r équations principales; tous les déterminants
caractéristiques sont nuls car ils ont une colonne de zéros.

a)Si r = n, les vecteurs 4, ..., A, sont linéairement indépendants. Le syst®me
n’admet que la solution triviale.

b) Si r < n, les n — r inconnues non principales sont arbitraires et le systtme
est indéterminé. On le résout par la méthode générale du paragraphe 11.5. En
résumé, nous avons :

11.6.0.1. Théoréme

Pour qu’un systéme linéaire homogéne admette des solutions autres que la
solution triviale, il faut et il suffit que le rang de la matrice du systéme soit
inférieur au nombre des inconnues.

En particulier, un systéme linéaire homogéne de n équations @ n incon-
nues admet des solutions autres que la solution banale si, et seulement si, le
déterminant de la matrice du systéme est nul.

11 est clair que si 24, ..., 5, est une solution non nulle d’un syst¢me linéaire
homogene, Az, ..., Az, 0l A est un sclaire, est également une solution de ce sys-
teme. Nous sommes donc amenés a chercher une solution non nulle quelconque
d’un systtme homoggne

(S) aj1171+"‘+ajﬂzﬂ=0 (ISJSm)

Soit A = (a;; ) 1a matrice du systeme (S).
Supposons par exemple que: m = netr=n—1,

Il y a des solutions non nulles si dét(A) = 0. Par exemple, supposons que
la matrice extraite de A par suppression de la dernigre ligne et de la dernire
colonne soit inversible. Soient A,,, ..., A,, les cofacteurs des éléments de la
dernitre ligne de A.
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On sait (Théoreme 11.1.0.2), que
An1Dn1 + - F ApnApn = dét(A) =0.

Donc (Api, ..., Ann) est une solution non nulle du systtme (S). D’apres
la remarque précédente, £ = AAgpi,...,Zn = AApn, OO A est un scalaire
quelconque, est une autre solution du systéme.

Supposons maintenantque: m=n—letr=n — 1.

On se ramene au cas précédent en adjoignant 2 la matrice A = (a;;) une
n®™¢ ligne arbitraire. Les cofacteurs A, ..., A,, des éléments de la dernitre
ligne de 1a nouvelle matrice obtenue ne sont pas tous nuls puisque le systdéme
est de rang n — 1. On montre comme précédemment que (Apy, ..., Apy) st une
solution non nulle du systéme considéré.

11.6.0.2. Exemple
Résoudre le systtme

2x—y+32=0
z+y+22=0

La matrice du syst®me est

2 -1 3
A= ;
1 1 2
elle est de rang 2, donc le systtme admet des solutions autres que la solution
nulle.

En appliquant 1a méthode précédente, on voit qu’une solution non nulle est:

2 3
1 2

-1
1

xo = = -5, Yo=— =3,

d’oi 1a solution générale

270



PROBLEMES

1

I Dans tout le probléme on désigne par E un espace vectoriel réel. On note 1
I’application identique de E.

1°) E et E; étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on définit
une application f de E dans E de la fagon suivante :
Siz =21+ z,00 1 € E) etz € E>,onpose

f(z) =z — x2.
a) Montrer que f est une applicaion linéaire et que I’ona f2 = I.

b) Déterminer les noyaux des applications linéaires
I-f _I+f

u=—— &€t v

2 2

et les sous-espaces vectoriels u(E) et v(E). Evaluer u2, v?, uv et vu.

2°) Réciproquement soit f un endomorphisme de E tel que f2 = I. On pose
I-f _I+f

= — t =

2 2

Montrer que u(E) et v(E) sont stables par f et sont deux sous-espaces
supplémentaires de E.

Montrer que f peut &tre obtenu de 1a mani2re considérée ci-dessus au 1°).

3°) On suppose maintenant que E est de dimension finie n.

a) Trouver la matrice A de 1’application linéaire f. En déduire que I’application
transposée de f s’obtient de 1a méme manidre que f.

b) Soit I, 1a matrice unité d’ordre n et soit A un scalaire. Former le polyndme
P()) = Dét(A — Al,) et trouver ses racines.

II. Soient a et b deux nombres réels distincts.

1°) E) et E, étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on définit
une application de E dans E' de la fagon suivante:

Siz=2z1+z200 21 € Ey et 25 € E;,onpose f(z) = az; + bz;.
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a) Montrer que f est une application linéaire et que ’on a:
f2A—(a+b)f+abl=0.
b) Déterminer les noyaux des applications linéaires

f—al _ f—bl
b—a 'S T

et les sous-espaces vectoriels u( E) et v(E).

u=

2°) Calculer u?, v2, uv et vu.

Calculer f en fonction de u et v; en déduire f™ pour n entier > 0.

3°) Montrer que si ab # 0, alors f est inversible. Exprimer alors f~! 2 Iaide
deuetwv.

4°) Inversement, soit f un endomorphisme de E tel que:
fA—(a+b)f+abl =0.

a) Montrer qu’il existe deux sous-espaces supplémentaires F' et G tels que f
puisse &tre défini comme il a été dit au IT, 1°) A partir de F et G.

N.B. Les deux parties de ce problémes sont indépendantes mais il est conseillé
de résoudre d’abord 1a partie 1.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1969.

2
L Soit z € R*. On pose:

(o
z
= . te = (20, 21, %2, 23)

T2
\ 23
(1 0 0 0
0 -1

0 0 -1
\ 0 0 0 -1

On désigne par G le sous-ensemble de M;(R) formé des matrices M qui
laissent invariante 1a forme quadratique

f(@) = 2§ — af — 2} — 2.
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(onditque f(z) est invariante par la matrice M, si larelation y = Mz implique
b -—R—B -y =252} -}~ =)

1°) Montrer que f(z) = ‘zJzetquesi M € G,ona’MJM =J ou 'M est
la transposée de M. En déduire que si M € G, M = (a;j),onad?, > let
dét(M) =

2°) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

3°) Soit M € G. Calculer I’expression (M J)(* M JM)(M ~1J) et montrer que
‘MegG.

II. On rappelle qu’une matrice carrée A A €léments complexes est dite hermi-
tienne si A* = A ot A* est 1a matrice *A (4 est la matrice complexe conjuguée
de A). Quelle est 1a forme générale des matrices carrées hermitiennes d’ordre 2 ?

1°) On associe A tout point (zq, z1, €2, 3) € R*, la matrice
zo + 21 z2 +iT3
X = . .
zy — iz3 z0 — 1

Montrer que X est hermitienne et que réciproquement, toute matrice hermi-
tienne est de cette forme.

2°) On note SL(2, C) le sous-ensemble de M>(C) formé des matrices dont le
déterminant est égal 2 1. Si g € SL(2,C), on pose X' = gXg*.

Montrer que X' peut se mettre sous la forme

Jo zo + ) ) +izy
x5 — irg zH — 2

avec zg, 21, T3, zj réels et i = /—1.
3°) On considere la matrice T'(g) qui, & (o, 21,2, 23) associe le vecteur
(20, 21, 23, T3)-

Montrer que T(g) € G et que I'application ¢ — T'(g) et un homomor-
phisme de SL(2 - C) dans G. Quel est le noyau de cet homomorphisme ?

DUES MP1, Abidjan, Juin 1971

3

I. On note G l'ensemble des applications de R dans R, définies par
Ja5(z) = az + b, o @ > O et b sont des nombres réels.
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1°) Montrer que f, s est une bijection de R sur R Quelle est sa bijection réci-
proque?

2°) Montrer que G est un groupe pour la composition des applications. Est-il
abélien?

3°) Soient H 1’ensemble des €léments de G de la forme f, o et K 1’ensemble
des éléments de G de la forme fi ;.

Montrer que:

a) Tout élément de G peut s’écrire comme composé d’un élément de H par un
élément de K.

b) H est un sous-groupe de G isomorphe AR}, = {z € R : £ > 0}.
¢) K est un sous-groupe distingué de G isomorphe a R

II. Soit K un corps commutatif.

1°) Montrer qu’il existe un homomorphisme unique f de I’anneau Z dans 1’an-
neau K tel que f(1) = 1.

2°) Montrer que le noyau de f est un idéal I de Z tel que, quels que soient
z,y € Z larelationzy € I impliquez € Touy € I.

En déduire que I = {0} ou I = pZ ot p est un nombre premier.

3°) On pose K’ = f(Z). Démontrer que:
a) Si I = {0}, alors K’ est un sous-anneau de K ;

b) Si I = pZ, alors K’ est un sous-corps de K.

4°) Montrer que si A est un sous-anneau de K, K’ est inclus dans A.

DUES MP1, Abidjan, Janvier 1986

4

I. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif. On
dit qu’une application linéaire f : E — F est triviale si f(z) = 0 pour tout
z€E.

1°) Soit f € L(E, F'). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est triviale.
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b) Ker(f) = E.
¢) Im(f) = {0}.

2°) Etant donnée une suite

fi f fa

Ek — B — EB-—..—E;, — Epnq

d’espaces vectoriels sur un méme corps commutatif et d’applications linéaires
fr : Ex — E}41, 0n dit que cette suite est exacte sipour 1 < k < n,ona

Im(f) = Ker(fe41)-
On note {0} I’espace vectoriel réduit 2 O.

a) Montrer que si Ey = {0} (resp.En41 = {0}), fi(resp.fn) est ’applicaion
triviale que I'on n’écrira pas dans la suite.

b) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que les suites suivantes
soient exactes

{0} — E L
f
E — F — {0}

w—eLlr_
3°) Soit E; un sous-espace vectoriel de E. Montrer que la suite

j T
0} —E 2 B L B/B — {0}
(ol j est I’'injection canonique et 7 la surjection canonique) est exacte.
4°) Soit

0} — F = E/gers) Lowmy Lo — o),

la suite de décomposition canonique de I’application linéaire f : £ — F.

Est-elle exacte ?
1 1 1
A= ( 0 1 1 )
0 0 1

1°) Calculer A™ pour n entier > 1. (On pourra écrire A = I + B, ot 5 désigne
1a matrice unité d’ordre 3.)

II. Soit:

2°) Soient (z,), (yn) et (2, ) trois suite définies par les relations
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Tn = 2Zn-1+Yn-1+ 2p-1
Un = YUn-1+ 2n-1

2n = Zpn-1
et la donnée de zo, Yo, 20.

Calculer z,,, yn, 2z, €n fonction de xg, yo, 2o €t de n.

DUES MP1, Abidjan, Mars 1986

5

L. Soit A un anneau (unitaire), 1 son élément unité. On appelle dérivation de A
toute application d de A dans A telle que

a)d(z +y) = d(z)+ d(y)
b) d(zy) = d(z)y + zd(y) quels que soient z,y € A.

1°) Montrer que la dérivation ordinaire des polyndmes 2 coefficients réels est
une dérivation de R[X].

2°) Soient d, et d; deux dérivations de A.
a) Montrer que d; + d; est une dérivation de A.

b) L'application d;od; est-elle une dérivation de A?
Montrer que I’application [d, d2] = d)0da — daod; est une dérivation de A.

3°) On suppose désormais que A est commutatif. On pose d® = 14, d! = det
par récurrence sur n, d® = dod™~!, Montrer que 1’on a

d*(zy) =Y Ckd¥(z)d"*(y)
k=0
quels que soient z,y € Aetn € N

4°) On suppose désormais que A est intdgre et de caractéristique p. Montrer
que dP est une dérivation de A.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1986 (extrait)

6

L. On note C le corps des nombres complexes et R celui des nombres réels.

b
1°) Montrer que 1’ensemble G des matrices g = (% ;) A coefficients com-

plexes tels que |a|? — |b|2 = 1 est un groupe multiplicatif.
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Montrer que G = {g € My(C) : g*Jg=J et dé(g) =1} od

J = ( (1) _(1) ) etol g* = 'gest1'adjointede g.

2°) Soit D = {z € C : |z| < 1}. Pour tout ¢ € G et pour tout z € D, on pose

az+b
3z+ﬁ'

Py(2) =

Montrer que 1, est une application de D dans D et que I’application g — ),
est un homomorphisme. Trouver le sous-groupe K de G tel que 1,(0) = 0 pour
toutg € K.

3%) On pose
1 1 —1
c=5(1 )

et on considere ’automorphisme intérieur de GL(2,C) défini par o(g) =
CgC™1.

Montrer que o(g) € G si et seulement si g appartient au groupe multipli-
catif G’ formé des matrices ( : ’g ), ol «, 8,7, 6 sont réels et vérifient
xé—yB=1.

Quelle est I'image par ¢ du sous-groupe N de G’ form¢ des matrices de la

forme((l) g).{e]R?

I1. On se donne trois nombres réels différents a, b, c et le polyndme en X :

PX)=X*+X%24 Xy+2.

En considérant le systéme d’équations
t+ay+alz+a>=0
(1) z+by+ 82+ =0
g+ey+Az+ =0
montrer que P(X) est divisible par le polynéme (X — a) (X — b) (X — ¢).
En déduire la solution du sysitme (1). Retrouver cette solution par une

méthode directe.

DUES MP1, Abidjan, Septembre 1986
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7

1, Soit A un anneaun commutatif unitaire. Soient I et J deux idéaux de A. On

se
po I+J={z+y:z€letyeJ}.

1°) Montrer que:
a) I + J et I N J sont des idéaux de A.
b) I +J = Asietseulement si, il existea € I,ilexisteb € Jtelsquea+b = 1.

2°) On note

n
1J = {a EA/H‘nEN, 3zy, ...,z €1, Ay,..,yn €Jeta = Z :c,-y;} .

=1

Montrer que I.J estun idéal de Aetque IJ C INJ.

II. Soit A un anneau. Quels que soient z, y € A, on pose
(2, 9] = zy — yz.

1°) Démontrer I'identité :

[z, [y, 2)] + [w, [z, 2] + [z, [z, 4] = 0.
2°) On considere des éléments z, y, h vérifiant les relations

[h,2] =22, [h,y]=-2y, [z,y]=h.

Etablir les formules [k, z"] = 2nz", [h,y"] = —2ny".

3°) Soit a un élément de A. On considere 1’application u de A dans A donnée
P u(z) = [a,z] pourtoutz € A.

Montrer que si a> = 0, 0n a u?(z) = O pour tout z € A, et que si a®> = 0, on
au’(z) = Opourtout z € A.

Montrer que 'on a:

n
u(z) = E (-1)*Cka"~*za* pourtoutz € A.
k=0

DUES MP1, Abidjan, Février 1987 (extrait)
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8

1. Soit M, (R) I’algebre des matrices carrées d’ordre n 2 coefficients réels. On
note T'r(A) la trace de la matrice A € M, (R).

1°) a) Montrer que I’application A — T'r(A) est une forme linéaire sur M, (R)
et que Tr(AB) = Tr(BA) quelles que soient A et B dans M, (R).

b) Montrer que Tr(P~1AP) = Tr(A)si A € M,(R) et P € GL(n,R). En
déduire que si E est un R-espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E

et u € L(F), latrace de la matrice de u par rapport A 1a base B est indépendante
de cette base.

2°) Si A et B sont deux éléments de M, (R), on pose [4, B] = AB — BA.
Montrer que

a) [A, A) =0et [B, 4] = —[A, B].
b) [4,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] = 0.
©) Que vaut T'r ([4, B]) ?
39) Soit A une matrice fixée dans M, (R). On pose
f(X) = [A, X] pour toute matrice X € M,(R).

Monirer que f est un endomorphisme de M,,(R) et que

F(x,Y]) = [£#(X),Y] + [X, £(¥)]
quelles que soient X et Y dans M, (R). (On pourra utiliser 2°), b)).

4°) a) Montrer que ’ensemble F' des matrices carrées réelles d’ordre 2 de trace
nulle est un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est formée des matrices

() ) ()

b) Montrer que si A et B sont dans F, alors [A, B] € F.
c) Ecrire la matrice de I’endomorphisme f du 3°) par rapportalabase (1, J, K).

I1. Soit z un nombre complexe non nul. On pose z = z + %

1
1°) Montrer que pour tout entier n > 0, 2™ + P est un polyndme P,(z) de
degré n en z A coefficients entiers et que pour n > 2, on a la relation
P,—zP, 1+ P, =0.
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2°) On suppose que z = 2cosf, ol § est un nombre réel. Calculer Ia valeur
de P,,(X). En déduire que pour -2 < z < 2 etpour tout n > 2,0na

(4 — z?)PY — 2P, 4+ n*P, = 0.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1987

9

1. On considere le polyndme P 2 coefficients dans R défini par:

P(z) = &* —22?cos2 < +1, od x€R.

1°) Déterminer les racines de P(z) dans C. En déduire 1a décomposition de P(x)
en produits de polyndmes irréductibles de C{z].

2°) Donner la décomposition de P(z) en produits de polyndmes irréductibles
deR[z]. (On pourra discuter, suivant les valeurs de o, le nombre des racines
réelles de P(x)).

2

3°) On considere F(z) définie par: F(z) = 7 22 cos i 11"

la décomposition de F'(z) en €léments simples dans R. (Plusieurs cas sont &
considérer. On utilisera la question 2° /).

Donner

4°) Calculer le PG.C.D. des polyndmes P et ), ol () est défini par:

Q(z) = z* — 22*cos4 o +1.

IL. On considere ’équation (E;) : 22 — bz + ¢ = 0, od z est ’inconnue, b et ¢
étant deux €léments de Z vérifiant b — 4¢ < 0.

o étant un élément de C, on définit Z,,, ensemble des nombres complexes
de la forme z = p + ¢ , ol p et ¢ sont des éléments de Z.

1°) Montrer que si oc est racine de (E}) alors Z est un sous-anneau de C muni
des opérations usuelles et que G, ensemble des éléments de Z,, inversibles .
pour la multiplication, est un groupe multiplicatif.

29) Si o et & sont les 2 racines de (£} ) montrer que Z,. = Z=.

3°) On considere]’application f deZ, dansN définiepar:Vz € Z, f(z) = |2
(o |z} désigne le module de z). Soit o une racine de (E; ).
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Montrer que si z = p+ ¢ «, alors f(z) = p? + bpg + cg*. Quelle est I'image
par f du groupe G ?
En déduire que si z = p + ¢ o< est un élément de G, alorson a:
0<?(dc—-1b?) <4
(on pourra considérer I’équation (E,) : z? + bgz + c¢®> — 1 = 0 qui admet p
pour racine dans Z).

4°) Quelles sont les valeurs possibles de b2 — 4¢? En déduire la détermination
des éléments du groupe G suivant les valeurs de b* — 4c.

DUES MP1, Abidjan, Septembre 1987 (extrait)

10

1. Soient G un groupe noté multiplicativement et A une partie de G. On appelle
centralisateur de A dans G, I’ensemble C(A4) des ¢ € G tels que za = az
pourtouta € A.On aPpelle normalisateur de A dans G, I’ensemble N (A) des
z € Gtelsque zAz™ = A.

1°) Montrer que C(A) est un sous-groupe distingué de G et que N(A) est un
sous-groupe de G.

2°) Pour tout ¢ fixé dans G, on considere I’application f, : G — G définie par
fa(z) = aza~1. On note G’ ’ensemble des applications de la forme f,.

a) Montrer que G’ est un groupe pour la composition des applications.

b) Montrer que a — f, est un homomorphisme de G sur G'. Quel est son
noyau ?

¢) En déduire que G’ est isomorphe & G/C ol C est le centralisateur de G.

II. Soit A un anneau. On dit qu’un élément £ € A est nilpotent s’il existe un
entier n > 1 tel que z" = 0.

1°) Montrer que, si A ne possede pas de diviseur de zéro, le seul élément nilpotent
de Aest0.

2°) Montrer que, si deux éléments nilpotents z et y de A commutent, alors z + y
et zy sont nilpotents (pour z + y, on utilisera la formule du bindme avec un
exposant convenable).
3°) Montrer que si deux éléments a et b de A commutent, on a

a® b =(a-b) (@ +a" 24 fab" 2"

pour tout entier n > 1.
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En déduire que si « est un élément nilpotent de A, alors 14 — z est inversible
dans A et déterminer (14 — z)~1.

DUES MP1, Abidjan, Février 1988 (extrait)

11

L Soit (e, €2, e3) 1a base canonique de R? et soit u I’endomorphisme de R
défini par:
u(e;) = —ez — ez sind

u(ez) = ey +ezcosd
u(e3) = —e; sinf + ey cos 8
ot § est un nombre réel donné.

1°) Ecrire 1a matrice A de u par rapport 4 la base (e, €2, e3). Calculer A® eten
déduire que v* = 0.

2°) A tout nombre réel ¢, on associe 1’endomorphisme f; de R défini par

2
f,=1d+1tu+%u2

od Id désigne I"application identique de R>.
Montrer que pour tout couple (¢,t') de nombresréels,ona  fiofy = fiye.

Que peut-on en déduire pour la structure de I'ensemble des endomorphismes f;,
lorsque ¢ parcourt R ?

3°)Onpose e; =ejcosf +exsinf, e; =u(e), e =ule).
a) Montrer que (¢}, e}, €}) est une base de R’.

b) Déterminer la matrice M de u par rapport 2 la base (ef, €3, €3).

n n
II. On pose P(X) = (1+%{-) - (1— %)
oll n est un entier > 0.
Factoriser P,(X) dans C[X].

DUES MP1, Abidjan, Juin 1988 (extrait)
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I. Soient f : E — Fetg : F — G deux applications.

1°) Montrer les implications :
gof injective == f injective
gof surjective =—> ¢ surjective.

2°) En déduire que, s’il existe deux applications s et h de F' dans F telles que

sof =idg et foh=1idrp alors s=h.

11 Soit G I’ensemble des couples (a, b) de nombres rationnels non simultanément
nuls.

On définit 1a loi * de la fagon suivante: pour (a,b) € G et (a',b’) € Gon

pose
(a,b) * (d',b') = (ad’ — 3b¥', ab’ + a'd).

1°) Montrer que * est une loi de composition interne dans G.

2°) Etudier les propriétés de * dans G. Quelle est la structure de (G, ) ?

3°) Soit K = {z € R/3(a,b) € Q x Q, (a,b) # (0,0) et z = a + bv/3}. K est
muni de la multiplication des réels.

Quelle est la structure de (KX, z)?
4°) On considere f : (G, *) — (K, x) définie par

£ ((a,)) = a 4 bV/3. £ est-il un morphisme ?

IOI. Soit A un anneau commutatif et soit £ 1’ensemble des idéaux de A. Pour
Ie€etJ €& onpose:

IxJ={z€A/VjeJ, j-zel}.
Le probléme se propose d’étudier quelques propriétés de 1a loi *.

—A—
1°) Montrer: VI €§, VJe€é& ICI=*J.
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2°) Pour I € £ déterminer

a) 1

b) I x A.

¢) I%(0).

3°) Montrer que * est une loi de composition interne dans §.
—-B-

Dans toute la partie — B —, on se placera dans le cas particulier ol I’anneau A
estégala Z

1°) Soient p et ¢ deux nombres premiers entre eux. Montrer que :

pZ xal = pl.

2°) Soient m et n deux entiers naturels, non nuls, tels que m soit un multiple
de n. Montrer que nZ * mZ = A.

3°) a) La loi * est-elle commutative ?

b) La loi * est-elle associative ?
—~-C-

Dans la partie — C —, A est un anneau commutatif quelconque.
MontrerqueVI €&, VJ €€, VKeé

19I+x(J+K)=(I+J)N(I *K).
20 (INJ)+ K = (I« K)N(J * K).

DUES MP1, Abidjan, Février 1989

13

I On note C[X] I’algebre des polyndmes a coefficients complexes. Si
P=a+a X+ - +apXP

est un élément de C[X] et si A est une matrice carrée d’ordre n A coefficients
complexes, on pose

P(A)=aol+a1A+---+ap4f,
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ol I désigne la matrice unité d’ordre n. On dit qu’un polyndme P de C[X] est
annulateur de 1a matrice A si P(A) est la matrice nulle.

. 1°) Montrer que 1’ensemble M, (C) des matrices carrées d’ordre n i coefficients
complexes est un espace vectoriel de dimension n2.
Montrer que toute matrice A de M,,(C) admet un polyndme annulateur non
nul. (On pourra considérer les n? + 1 matrices I, A, A2, ..., A™)

2°) Soit A un élément de M,(C). Montrer que 1’application ¢ : C[X] —
M, (C) définie par p(P) = P(A) est un homomorphisme d’algtbres dont
I"image est une sous-algzbre commutative de M, (C) et dont le noyau est I’en-
semble des polyndmes annlateurs de A.

3°) On appelle polyndme minimal de la matrice A € M,(C) le polynome
unitaire annulateur de A de plus bas degré. Montrer qu’il est unique.

4°) Soit A une matrice de M, (C) et soit P le polyndme minimal de A. Montrer
que A est inversible si et seulement si P(0) # 0.

Montrer qu’un polyndéme @@ € C[X] est annulateur de A si et seulement si P
divise Q.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1989 (extrait)

14

1. Rappeler la définition d’un anneau principal. Soit K un corps commutatif';
montrer que 1’anneau K'[X] est principal.

II. Dans toutle probléme, on note H = C x C, ot C désigne le corps des nombres
complexes. Si h = (a,<) € Heth' = (b,8) € H, onpose:

h+h =(a+b,c +8), h-h = (a,x)- (b, 8) = (ab— x B,aB8+ x b)od Z
désigne le nombre complexe conjugué de z.

1°) Montrer que (H,+) est un groupe abélien, que (1,0) est I'élément neutre
pour la multiplication et que (H, +, -) est un anneau. Est-il commutatif ?

2°) Montrer que I’application & : C — H définie par ®(a) = (a,0) est un
homomorphisme injectif @’anneaux. En déduire que 1’ensemble des éléments
de H de la forme (a, 0) est un corps isomorphe a C. Dans 1a suite on identifiera
le nombre complexe z et 1’élément (z,0) de H.

Calculer (,0) - (0, 1) et en déduire que tout €lément (a, <) de H s’écrit de
fagon unique (a, ) = a+ o w, avec w = (0, 1).

Calculer w? puis montrer que wa = @w pour tout a € C.
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3°) Soit Z(H) le centre de H. Montrer qu’un élément » = e+ x w de H
appartient 3 Z(H) si et senlement si a € Ret x=0.

4°) On définit le conjugué d’un €lément h = a+ « w de H en posant:
h=G— xw.

Montrer que, quel que soit (h,h') € H?,ona: h+ k" =h +Rih=het
h-h' =h'h

Pour h € H,onpose N(h) = h-h.Montrerque: N(h) = h-h = a@+ « X
et que N(h) > 0 pour tout k dans H. A quelle condition a t-on N(h) = 0? En
déduire que H est un corps non commutatif.

5°) En utilisant la relation: V(h,h') € H2, h-h' = R’ .h, montrer que
N(h - h")y = N(h)- N(h'). En déduire que I’ensemble G des éléments de H tels
que N(h) = 1 est un groupe multiplicatif.

III. P est un plan affine rapporté 2 un repere R = (0,7, 7). On rappelle que
1'équation cartésienne d’une droite D de Pestdelaforme D : uz+vy+h =0
ol u et v ne sont pas tous les deux nuls.

A est 1a droite d’équation £ = 0 et on note P/ = P — A, Dans P on définit
1a loi de composition interne, notée * par: si M a pour coordonnées (z,y), M’
a pour coordonnées (z',y’), alors M * M’ est le point de P de coordonnées
(zz', 2y + y).

1°) a) Montrer que 1a loi * est associative dans P.

b) Montrer qu’il existe un point E de P élément neutre pour *.

2°) Déterminer 1’ensemble des points M de P qui admettent un symétrique pour
la loi *. Ce symétrique, s’il existe sera noté M ~!. Déterminer les coordonnées
de M~! en fonction de celles de M.

3°) Quelle est la structure de (P/,*)?

4°) Soit A un point de P fixé, de coordonnées (a, b) et soit H 4 I’ensemble des
points de P’ qui commutent avec A, c’est-a-dire: Hy = {M € P//Ax M =
M x A}

a) Déterminer I’équation cartésienne de H 4.

b) Dans quel cas a-t-on H4 = P'?

¢) On suppose désormais que A esttel que H4 # P'.Quelleestlanature de H 4 ?
Montrer que (H 4, *) est un sous-groupe commutatif de (P’, *).

DUES MP1, Abidjan, Février 1990
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