
Chapitre 8 : ESPACES
VECTORIELS
DE DIMENSION
FINIE

Les espaces vectoriels ont été définis dans le Chapitre 6 et nous avons mis en
évidence quelques-unes de leurs principales propriétés.

Dans ce chapitre, nous complétons cette étude par l'examen des espaces
vectoriels de dimensionfinie. Nous verrons en particulier qu'un espace vectoriel
de dimension finie peut être complètement définie par sa dimension. En fait, un
K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe à Kn.

En plus des propriétés générales des applications linéaires que nous avons
étudiées au Chapitre 7, nous obtiendrons d'autres propriétés valables lorsque
les espaces sont de dimensionfinie. Ainsi nous verrons que si E et F sont des
K-espaces vectoriels de dimensionfinie, alors le K-espace vectoriel C(E, F)
est de dimensionfinie.

8.1. Le théorème de la dimension
Rappelons qu'un /Í-espace vectoriel E est dit de dimension finie s'il possède

une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension
infinie.

Pour l'instant, nous n'avons défini que la locution «dimension finie» mais
nous verrons bientôt ce qu'est la dimension d'un if-espace vectoriel.

8.1.1. EXISTENCE DE BASES EN DIMENSION FINIE

8.1.1.1. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie, G une partie
génératrice finie de E et L une partie libre contenue dans G. Alors, il existe une
base BdeE telle que L c B c G.

Démonstration. Soit C l'ensemble des parties libres X de E telles que L c
X c G. C n'est pas vide car L e C et C est fini puisque, G étant fini, l'ensemble
V(G) des parties de G est finie et C C V(G). En outre tout élément de C possède
un nombre fini d'éléments. Choisissons dans £ une partie B ayant le plus grand
nombre possible d'éléments. Soit p ce nombre et montrons que B est une base
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de E. Il suffit de montrer que B est une partie génératrice de E puisque par
construction B est une partie libre de E.

Comme G engendre E, il suffit de voir que tout élément de G est combinaison
linéaire des éléments de B.

Si card(G) = p, alors on a B = G. La partie génératrice G de E est donc
libre. Par conséquent G est une base de E et le théorème est démontré.

Supposons maintenant que p < card(G). Si x est un élément de G n 'ap-
partenant pas à B, l'ensemble B U {x} est contenu dans G et possède (p + 1)
éléments. Donc la famille B U {x} est liée. Si B = {x\,..., xp}, il existe des
scalaires Ai, . . . , Ap, A non tous nuls tels que Aizi + ... + \pxp + Xx = 0.

On a nécessairement A ^ 0, car si A = 0 les éléments de B vérifieraient une
combinaison linéaire nulle à coefficients non tous nuls et B ne serait pas libre.
On en déduit

Ai Ap

* = -Ttl-"-T*'-
Ainsi tout élément a; € G est combinaison linéaire des éléments de B et le

théorème est démontré. G

Le théorème 8.1.1.1 admet des conséquences importantes que nous allons
examiner.

8.1.1.2. Corollaire

Tout espace vectoriel E de dimension finie, non réduit à {0}, admet une base
finie.

En effet, pardéfinitíon,£admetunepartiegénératricefinieG = {x\, ...,xn}
et il existe un x¡ G G non nul puisque E ^ {0}. Il suffit de poser L = {xi} et
d'appliquer le Théorème 8.1.1.1 à L et à G.

8.1.1.3. Corollaire (Théorème de la base incomplète)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Pour toute
partie libre {x\,..., xp} de E, il existe des vecteurs y\, JÛ, ..., yq de E tels que
(xi, x2,..., xp, y\,..., yq) soit une base de E.

Démonstration. Posons L = {x\,..., xp} et soit G une famille génératrice finie
de E. Alors L U G est une famille génératrice finie de E et on a L c LU G.
D'après le Théorème 8.1.1.1, il existe une base .Stelle q u e i c B e L u G ; o n
peut mettre B sous la forme B = L U H, où H est une partie de G.

8.1.2. DIMENSION

Nous venons de voir que dans un espace vectoriel de dimension finie, il
existe toujours une base finie. Nous allons démontrer maintenant que toutes les
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bases ont le même nombre d'éléments. Pour cela, nous aurons besoin d'utiliser
le lemme suivant.

8.1.2.1. Lemme

Soient E un K-espace vectoriel et n vecteurs x\,..., xn de E. Si les vec-
teurs 2/1, . . . ,yn + i sont des combinaisons linéaires de x\, ...,xn, alors la famille
{yi,—,yn+\} est liée.

Démonstration. Raisonnons récurrence sur n.

Pour n = 1, il existe oq, 0C2G K tels que 2/1 =ocj z\ et yi =oc2 x\.

On en déduit, par élimination de x\ :

« i yi— 0C2 2/1 = 0.

Si les deux scalaires oq et «2 ne sont pas nuls en même temps, la famille
{2/1, Vi} est liée. Si oc!=oc2= 0, on a 2/1 = y% = 0 et la famille {2/1,2/2} est
encore liée.

Le lemme est donc vrai si n = 1. Supposons-le établi pour n — 1 vecteurs et
démontrons-le pour n vecteurs.

Soient 2/1, j/2, •••> î/n+i des combinaisons linéaires de xi,.. . , xn. On peut écrire

(8.1.2.1) 3/1 = z\+ oci xn,...,yn+i = 2„+i+oc„+i xn

où les vecteurs z\,..., zn+i sont des combinaisons linéaires de x\, xi,..., a:„_i.

Envisageons les deux cas suivants :

1e r cas: oci=<X2= ... =«„+1= 0.

Alors yi, Î/2, ..., j/n+i sontdes combinaisons linéaires de xi,.. . , xn_!.D'apres
l'hypothèse de récurrence, les n vecteurs yi,...,yn sont linéairement dépendants ;
à fortiori, les vecteurs y\,..., yn + i sont linéairement dépendants et le lemme est
démontré dans ce cas.

2e cas : L'un au moins des oc, est non nul.

En changeant au besoin l'ordre de la numérotation, on peut supposer que
ocn+i# 0. Alors xn est combinaison linéaire de yn+\, x ¡ , . . . , xn-\ :

Xn = (î/n+1 - Zn+\).
OC„+1

En prenant dans les n premières relations (8.1.2.1), on voit que j / i , 2/2, •••, yn

sont des combinaisons linéaires de yn+\ ,x\,..., xn-\ '•

Vi - Zl + —*— Gto+l - ^n+l) , •>î/n = Zn +
« l

Gto+l n+l), >î/n n +
«n+l OCn+1

d'où, pour 1 < i < n,
oc, ex,

l/i - — î/n+1 = Zi
OCn+1
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ce qui montre que les n vecteurs y» — yn+i. l < i < n, sont des
OCn+l

combinaisons linéaires des n - 1 vecteurs x\,..., xn-\. D'après l'hypothèse de
récurrence, il existe des scalaires Ai,..., An non tous nuls tels que

M (2/1 — Vn+i )+••• + An ( yn — y„+i ) = 0.

Si on pose
Ai oci + . . .+ A„ oc„

•Wi = — >
OCn + l

on obtient
= 0

où les scalaires Ai,..., An+i ne sont pas tous nuls. La famille {j/i, .., yn+i} est
donc liée et le lemme est démontré. o

8.1.2.2. Théorème

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le même
nombre d'éléments.

Démonstration. On sait déjà que tout espace vectoriel E de dimension finie
possède au moins une base finie. Soient B = (xi,..., xn) et B' = (ei,..., em)
deux bases de E.

Comme e\,...,em sont des combinaisons linéaires de x\,..., xn, si on avait
m > n, la suite (ei, ...,em) serait liée d'après le Lemme 8.1.2.1, ce qui est
impossible puisque (ei,..., e„) est une base. Donc m <n.

On montrerait de môme que n < m, d'où n = m.

Le théorème précédent nous permet de définir la dimension d'un espace
vectoriel.

8.1.2.3. Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimensionfinie. On appelle dimension de E,
et on note dim/c(E) ou dim(.E), le nombre d'éléments d'une base quelconque
deE.

On pose par définition dim ({0}) = 0.

8.1.2.4. Remarque

La dimension d'un espace vectoriel dépend du corps de 7base. Ainsi
dini(r(C) = 1 mais dimjç(C) = 2. Plus généralement tout C-espace vectoriel
de dimension n est un R-espace vectoriel de dimension In.
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8.1.2.5. Exemple

La base canonique de Kn contient n vecteurs. Donc

= n.

8.1.2.6. Exemple

dim* (Kn[X]) = n + 1 car la base B = {1,X,XZ, ...,Xn} de Kn[X]
contient n + 1 éléments.

8.1.2.7. Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Alors :

a) Toute partie libre L de E possède au plus n éléments. Si ce nombre d'éléments
est égal àn,L est une base de E.

b) Toute famille génératrice G de E possède au moins n éléments. Si ce nombre
d'éléments est égal an, G est une base de E.

Démonstration, a) D'après le Théorème 8.1.1.1, il existe un base B de E telle
que L c B. Comme B possède n éléments, L possède au plus n éléments. Si L
possède n éléments, alors L = B et L est une base de E.

b) De même, il existe une base B de E telle que B c G. Comme B possède n
éléments, G possède au moins n éléments. Si G possède n éléments, on a G — B
et G est une base de E. a

Donnons maintenant une caractérisation des bases en dimension finie. Ce
résultat permet de montrer le plus souvent, qu'une partie B est une base.

8.1.2.8. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit B une partie de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une base de E.

b) B est une partie libre de E et B possède n éléments.

c) B est une partie génératrice de E ayant n éléments.

Démonstration, a) => b) est évident.

b) = > c) Si B n'était pas une partie génératrice, on pourrait la compléter pour
obtenir une base (Corollaire 8.1.1.3) et cette base aurait au moins n + 1 éléments,
ce qui est absurde puisque toutes les bases possèdent n éléments.
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c) ==• a) Si B n'était pas libre, on pourrait en extraire une base de E, possédant
au plus (n - 1) éléments, ce qui contredirait la définition de la dimension.

8.1.3. DIMENSION D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

8.1.3.1. Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit F un
sous-espace vectoriel de E.

a) F est de dimension finie et dirn^ (F) < dimjc (E).

b) dimjr(F) = dim^(E) si et seulement si F = E.

c) F admet un supplémentaire Fi et on a

ûimK(E) = áimK(F)+dimK(Fi).

Démonstration, a) Toute partie libre L de F est une partie libre de E ; donc L
possède au plus n éléments. Choisissons une partie libre B = {xx,..., xp} de F
dont le nombre p d'éléments est le plus grand possible. On a p < n.

Montrons que B est une base de F. Pour cela, il suffit de montrer que B
est une partie génératrice de F puisqu'elle est libre. Il s'agit de montrer que le
sous-espace vectoriel B' de F engendré par B est égale à F-. Si on avait B' ^ F, il
existerait un vecteur x de F qui ne serait pas combinaison linéaire des éléments
de B. Montrons que les vecteurs x,x\,...,xp sont linéairement indépendants.
Considérons en effet une relation de la forme

Xx + Aixi + ... + Xpxp = 0.

Si A 7e 0, A"1 existe et on a

Ai A«

• Ä - T Xl — - Í x'
ce qui est absurde; donc A = 0. Il reste X\x\ + ... + Xpxp = 0 , donc Ai =
A2 = ... = Xp = 0, puisque x\,...,xp sont linéairement indépendants. Donc
la relation Xx + Aixi + ... + Xpxp = 0 entraîne A = Ai = ... = Xp = 0 et
la famille {x, xi, . . . , xp} est bien libre. On aboutit à une contradiction puisque
par hypothèse p est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants
de F. Donc B' = F et par suite F est de dimension p < n = dim(.E).

b) Si dim*(F) = àimxiE), toute base S de F est une partie libre de E ayant
n éléments ; c'est donc une base de E d'après le Théorème 8.1.2.8. Alors tout
vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de B, donc appartient à F.
Par conséquent F = E.

c) Soit (xi,... , xp) une base de F. Comme E est de dimension n, il existe
n - p vecteurs xp+i,..., xn tels que (n , . . . , xp, xp+i ,...,xn) soit une base de E
(Corollaire 8.1.1.3).
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La famille {zp+i,..., xn), sous-famille d'une famille libre de E, est libre. Le
sous-espace vectoriel F\ de E qu'elle engendre est de dimension n — p.

D'autre part, tout vecteur x £ E s'écrit de façon unique sous la forme :

x = Ai zi + ... + \pxp + \p+ixp+i + ... + \nxn = y+ z

où y — Aiari + ... + Xpxp G F et z = Ap+iXp+i + ... + A„z„ G F\, ce qui
montre que E = F © Fi et

dim* (£) = dimjf(F) + dimif(Fi).

8.1.3.2. Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit F
un sous-espace vectoriel de E. Alors l'espace vectoriel quotient E/F est de
dimension finie et on a :

dim(£) = dim(F) + àim(E/F).

On appelle codimension de F dans E et on note codim^(F) ou codim(F),
la dimension de E/F.

Démonstration. D'après le théorème précédent, F est de dimension finie et
dim(F) < dim(.E'). Soit {x\,..., xm) une base de F . D'après le Théorème de la
base incomplète, il existe des vecteurs yi, ...,yp de F tels que (ari, ...,xm,yi,...,yp)
soit une base de E. tout vecteur x £ E s'écrit alors de façon unique :

... +Amarm+ oq yi + ...+ ocp yp

où les A, et les oc¿ sont des scalaires.

D'où

x + F = Ai zi + ... + \mxm+ oci yi + . . .+ 0Cp 2/p-t-F

= « i yi + ...+ ocp yp + F

puisque Ai zi + ... + Xmxm e F.

Or, d'après la définition de la structure vectorielle de E/F,

oci yi + ...+ ocp yp + F =oci ( w + F ) + ...+ « p (yp + F ) ,

donc les éléments j/i + F,. . . , yp+F engendrent l'espace vectoriel quotient E/F.
Il reste à montrer que ces classes sont linéairement indépendantes.

Supposons que

ci(î/i + F) + ... + cp(yp + F ) = 0 + F

où 0 + F = F est l'élément 0 de l'espace E/F. Alors cij/i + ... + cpyp e F et
le vecteur ci j/i + ... + cpyp est combinaison linéaire des vecteurxs x\, ...,xm:

... + cpyp = fiixi + ... + fimxm.
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Comme les vecteurs xi, ...,xm,yi, ...,yp sont linéairement indépendants, on
en déduit

d = C 2 - ... = Cp = fil = ... - Um = 0 .

Ainsi, l'espace vectoriel quotient E ¡F admet pour base les p classes
2/1 + F, ...,

àim(E/F) = p = (m + p)-m = dim(E) - dim(F).

8.1.3.3. Remarque

Les Théorèmes 8.1.3.1 et 8.1.3.2 montrent que la codimension d'un sous-
espace vectoriel F est égale à la dimension d'un supplémentaire de F.

8.1.3.4. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel. Si E\ ,...,En sont des sous-espaces vectoriels
de dimension finie, et si E — E\Q>... © En alors E est de dimension finie et on
a

n
dim(E) =

¿=i

Démonstration. Posons p¿ = dim(£',). Soit 5¿ = (e¿i,..., e,p>) une base de Ei
pour 1 < i < n. Comme E est somme directe des Ei, on a (Théorème 6.2.4.4)

Ej = {0} pour tout i e {1,. . . , n} donc E{ n E¡ = {0} si i ^ j et par
3*

suite Bi (~\Bj = 0 si i ^ j car le vecteur nul n'appartient à aucune famille libre.
D'après l'hypothèse, tout vecteur x G E s'écrit de façon unique sous la forme :

x = (Auen + ... + Aip,eiPl) + ... + (Anien, + ... + A„p„e„Pn) ;

donc (Théorème 6.3.3.2) la suite (en, ...,eiPl, ...,e„i, . . . ,en p , ) est une base
de E qui est donc de dimension p\ + ... + pn.

8.1.3.5. Théorème

Soient E\,...,EP des K-espaces vectoriels de dimension finie ni,..., np res-
pectivement. Alors l'espace vectoriel E\X...xEp a pour dimension ni +... + np.

Démonstrations, a) cas où p = a : Soient Ei et E2 deux A"-espaces vectoriels
de dimension finie n et m respectivement. Soient (ei,..., e„) une base de E\,
(fu-, M une base de E2.

Considérons la famille B de vecteurs de E\ x £2 :

194



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Tout élément de E\ x E2 s'écrit :

m \

;,e,, ^2 Vi fi
i=i /

ou, en utilisant les lois définies sur E\ x E2 :

(
¿=i / \ j=\ ) .=1 j=\

ce qui montre que la famille B engendre l'espace vectoriel E\ x E2.

De plus, la famille B est libre dans E\ x Ei. Soit en effet
oci (ei,O) + ...+ oc„ (e„,0) + Ai(0,/i) + ... + Am(0,/m) = 0

une combinaison linéaire nulle des vecteurs de B. On a, en remontant les calculs
précédents :

(oci ei + ...+ oc„ e„,Ai/i + . . . + A m / m ) = (0,0).

On en déduit

oci ei + . . .+ «„ en = O e t Ai/i + . . . + Am /m = 0 ,

d'oùoci= ... =oc„= Ai = ... = Am = 0.

La famille B des n + m vecteurs de E\ x Ez est donc une base de E\ x Ez,
donc <üm(Ei x E2) - dim(£^i) + a\m(E2).

b) Cas général : Raisonnons par récurrence sur p. Nous venons de voir que
la formule est vraie pour p = 2. Supposons-la vraie pour p — 1. Si on pose
F = £ i x . . . x Ep-i on a

dim(£i x ... x Ep-i x Ep) = dim(F x Ep) = dim(F) + dim(E'p).

Il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence pour obtenir la formule annon-
cée.

8.2. Applications linéaires
en dimension finie

8.2.1. DIMENSION DE £(E, F)

8.2.1.1. Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur le même corps K.
Alors C(E, F) est de dimension finie et on a :

dimK (C(E, F)) = dimir(i;) • àimK(F).
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Démonstration. Notons n la dimension de E et p la dimension de F. Soient
(ci, . . . ,e„)unebasede£'et( / i , . . . , /p)unebasede F.

Nous savons (Théorème 7.2.3.4) qu'une application linéaire est parfaitement
déterminée par les images des vecteurs d'une base de l'espace de départ. On peut
donc définir une famille de np application linéaires de E dans F, indexée par
{ l , . . . , n}x {l,...,p} en posant:

{ fj Si jfc = Í

0 si k*i

Montrons que la famille («¿¿)i<»<»,i<j<p est une base de C(E, F).

a) La famille (u¿¿) engendre C(E, F): soit u e C(E, F). Pour tout x e E,
n p

on peut écrire de manière unique x = E z¿e¿, et u(e,) = J ^ aijfj pour

1 < i < n, où les <Xij sont des scalaires.

D'où
n n / Pu(x) = X ) XiU(e«) = J2 Xi I 1Z

,=1 , = 1 \j=l
n p

n
Comme u¡j(x) = Y^ XkU¡j(ek) = z¿/ j , on a pour tout vecteur x G E:

n p

c'est-à-dire
n p

et («ij)i<»<n,i<j<p est une famille génératrice de C(E, F).

b) La famille (UÍJ ) est libre : soit (A,j ) une famille de scalaires telle que

n p

¿=i j=\

Alors, pour tout x e ¿S1, on a
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En particulier, pour tout Jfe 6 [1, n], on a

n p

«=1 j = l

ce qui donne, d'après la définition des «y : ] ^ A*¿/¿ = 0.
i=i

Comme (fj)i<j<p est une famille libre de F, on obtient A*j = 0 pour tout
k e [1, n] et tout j e [l,p], donc («i¿)i<i<n i<j<p est une famille libre de

La famille («¿j) est donc une base de C(E, F). Comme elle comporte np
éléments, le théorème est démontré. o

8.2.1.2. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors l'espace vectoriel
C{E) des endomorphismes de E est de dimension finie n2.

C'est un cas particulier du Théorème 8.2.1.1 pour E = F.

8.2.2. ESPACES VECTORIELS ISOMORPHES

8.2.2.1. Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K.
Alors E et F sont isomorphes si et seulement si dim/c (E) = dimjc (F).

Démonstration. Supposons que E et F soient isomorphes. Par hypothèse, il
existe une application linéaire bijective u de E sur F. Soit (e,)i<,<„ une base
de E; alors («(c<))i<,-<n e s t u n e l 3 a s e d e F (Théorème 7.2.3.3). Donc F et E
ont même dimension.

Réciproquement, supposons que âim(E) = dim(F) = n. Soient (e,) une
base de E et (/_,) une base de F. Par hypothèse elles ont le même nombre
d'éléments. Soit u l'application linéaire définie par u(e,) = / , pour tout
i € [l,n]. D'après le Théorème 7.2.3.4, u est bijective, donc E et F sont
isomorphes.

8.2.2.2. Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Alors E est
isomorphe à Kn.
Ilsuffitd'appliquerleThéorème8.2.2.1ensesouvenantquedimA-(/!rn) = n.
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8.2.2.3. Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit F un
sous-espace vectoriel de E. Alors tout sous-espace supplémentaire de F dans E
est isomorphe à l'espace quotient E/N.

En effet, si F\ est un supplémentaire de-F dans E, on sait (Théorèmes 8.1.3.1)
et 8.1.3.2 que

dim(£) = dim(i^) + dim(i\) = dim(F) + dim(E/F)
d'oùdim(Fi) = àim(E/F).

8.2.3. RANG D'UNE APPLICATION LINÉAIRE,
D'UNE FAMILLE DE VECTEURS

8.2.3.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un K-espace vectoriel
quelconque. Soit u G C(E, F). On appelle rang de u, et on note rg{u), la
dimension sur K de Im(w).

Si (ei,..., en) est une base de E, les vecteurs u(ei),..., u(e„) engendrent
Im(u). D'après le Théorème 8.1.2.7, il existe une base de Im(u) comportant rg(u)
éléments. Ainsi le rang de u est le nombre maximum de vecteurs linéairement
indépendants extraits de la suite u(ei), ...,w(e„). On a donc rg{u) < n =
dim(E).

Plus généralement, nous poserons la définition suivante :

8.2.3.2. Définition

On appelle rang d'une famille {x\,..., xn} de vecteurs d'un K-espace vecto-
riel E de dimension finie ou non, la dimension du sous-espace vectoriel E' de E
engendré par ces vecteurs, c'est-à-dire le nombre maximum de vecteurs linéai-
rement indépendants que l'on peut extraire de la suite (x\,..., xn).

Le théorème suivant appelé théorème noyau image ou encore théorème du
rang est d'un usage courant.

8.2.3.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionfinie, F un K-espace vectoriel
quelconque, et u E C(E, F). Alors :

dim(£) = dim (Ker(u)) + dim (lm(u)).

Démonstration. D'après le Théorème 8.1.3.1, Ker(w) admet un sous-espace
supplémentaire W dans E. Soit

v : W —y Im(w)
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la restriction de u à W. Il est clair que v est linéaire. Montrons qu'elle est
bijective.

Par définition, si x 6 Ker(i;), on a u(x) = 0, donc x e Ker(w), d'où
x G W n Ker(w) = {0} ; donc x = 0. L'application v est donc injective.

Montrons que v est surjective. Soit y G Im(w). Il existe x e E tel que
u(x) = y.Or x s'écrit de façon unique sous la forme :

x = a?i + Z2 avec zi e Ker(u) et £2 G W-

D'où,puisqueu(zi) = 0, u(x) — u(x\ + xz) = u(x\) + u{x2) = ufa).

Par suite ?/ = u(x2) = v(a;2). et 1; est une application linéaire surjective sur
(w).

On a ainsi démontré que tout supplémentaire de Ker(u) est isomorphe à
Im(u). D'après le Théorème 8.2.2.1, W a même dimension que Im(w). Comme
dim(i;) = dim(W) + dim (Ker(w)), on a bien dim(E) = dim (lm(w)) +
dim(Ker(u)).

8.2.3.4. Corollaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et soit u Ç.
C(E,F).Alors:

a) rg(u) < dim(E) ; rg(u) — dim(£') si et seulement si u est injective.

b) rg(u) < dim(F) ; rg(u) = dim(F) si et seulement si u est surjective.

Démonstration, a) On a (Théorème du rang) :

rg(u) — dim(.E') — dim (Ker(u)) < dir

rg(u) — dim(£") si et seulement si dim (Ker(u)) = 0, c'est-à-dire si et seulement
si Ker(u) = {0} ; donc rg{u) = dim(E) si et seulement si u est injective
(Théorème 7.2.2.3).

b) De môme rg(u) = dim (u(E)) < dim(F)etrg(u) = dim(F) si et seulement
si dim («(£)) = dim(F), c'est-à-dire u{E) = F. Finalement, rg(u) = dim(F)
si et seulement si u est surjective.

8.2.3.5. Corollaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie n et soit u
une application linéaire de E dans F. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) u est un isomorphisme de E sur F.

b) u est injective.
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c) u est surjective.

d) u est de rang n.

Démonstration. Les conditions b) et d) sont équivalentes d'après le Corollaire
8.2.3.4 ; de même c) et d) sont équivalentes. Donc b), c) et d) sont équivalentes.

Il est clair que a) = > b).

Montrons que b) = > a). Supposons u injective; alors Ker(u) = {0}, donc
dim (Ker(u)) = 0. D'après le Théorème 8.2.3.3, dim (lm(u)) = áim(E) =
äim(F), d'où Im(«) = F et u est surjective, donc bijective. •

8.2.3.6. Remarque

La proposition précédente est très importante dans la pratique car elle permet
d'affirmer (en particulier) qu'un endomorphisme est bijectif dès qu'on sait qu'il
est injectif ou surjectif. Mais ce n'est plus vrai en dimension infinie. Ainsi
l'application linéaire D : K[X] —• K[X] qui, à tout polynôme, associe sa
dérivée est surjective mais non injective.

8.2.3.7. Corollaire

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E de
dimension finie. On a

dim(£i + E2) = dim(£i) + dim(E2) - dim(£i n E2).

Démonstration. Considérons l'application u : E\ x E2 — • E définie par

u(xi, x2) = xi + x2, xi e Ei, x2e E2.

Elle est évidemment linéaire et Im(u) = Ei + E2 par définition de la somme
de deux sous-espaces vectoriels. D'autre part:

Ker(u) = {(x, y) e Ex x E2 : x + y = 0}

= {(x, -x) : x e Ex n E2) .

L'application x •—• (x, —x) de Ex n E2 sur Ker(u) est un isomorphisme
d'espaces vectoriels (pourquoi?), d'où dim (Ker(u)) = dim(£i n E2). Alors,
d'après le Théorème 8.1.3.5 et le Théorème 8.2.3.3 appliqué à u, on a

dim(£i) + dim(^2) = dim(£i x E2)

= dim (Ker(w)) + dim (lm(w))

= àim(Ex n E2) + dim(Ex + Eh),

d'où notre assertion. a
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8.3. Dualité
8.3.1. DUAL D'UN ESPACE VECTORIEL

Rappelons qu'une forme linéaire sur un K -espace vectoriel E est une appli-
cation linéaire de E dans K.

D'après le Théorème 7.3.2.2, l'ensemble C(E, K) des formes linéaires sur E
est un espace vectoriel. On l'appelle l'espace vectoriel dual ou simplement le
dual de E et on le note E*.

8.3.1.1. Notation

Si x G E et u G E*, posons u(x) = < u, x >. Alors, comme « est linéaire
et E* est un espace vectoriel, on a

< u, x + y >=< u, x > + < u, y >

(8.3.1.1) < u, Xx > = A < u,x >

< U + V, X > = < U, X > + < V, X >

< Xu,x >= X < u,x > .
quels q u e soient u,v G E*, x,y € EetX e K.

8.3.1.2. Exemple

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur un intervalle [a, 6] de E
et à valeurs réelles. En posant

ri
/
a

pour toute / G E, on obtient une forme linéaire sur E.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, le Théorème 8.2.1.1
montre que E* est de dimension finie égale à la dimension de E puisque
dimK(K) = 1. Nous allons construire une base de E*.

Supposons Eue dimension finie net soit (ei,..., e„) une base de ^.Donnons-
nous n scalaires oci,..., oc„ quelconques ; d'après le Théorème 7.2.3.4, il existe
une forme linéaire u et une seule telle que

w(ei) =oci, u(e2) =oc2, ..., w(e„) =<xn .

On peut donc définir n formes linéaires e*, e|, . . . , e* en posant

< e,*, ej > = 1 si i = j et < e,*, e,- > = 0 si i ^ j

c'est-à-dire < e¿, ej >- ¿ i ; où le symbole 6ij appelé symbole de Kronecker
est défini par

0 si
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8.3.1.3. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit (e\, ...,en) une base
de E. Les n formeslinéaires e*,...,e* de E* définie par < e*,e¡ > = 6ij forment
une base de E*, donc E* est de dimension n.

Démonstration, a) Les e* engendrent E*. Soit u une forme linéaire quelconque.
Il existe n scalaires oq, <x2,..., ocn tels que

u(ei) =oci, u(e2) =oc2, ...,u(en) =oc„ .

n
Alors pour tout x = ^ A ê,- 6 E, on a

u(z) = Aiu(ei) + ... + A„«(e„) = Ai ocx +.. . + An ocn .

Or par définition de e¿, on a :

donc

u(ar) =oci eî(aj) + ...+ ocn e;(x) = («1 ej + ...+ ocn

et par suite
u =«1 eî + ...+ ocn e;

ce qui montre que les e¿ engendrent £?*.

b) Les e,* sont linéairement indépendantes dans E*.

Soit (ai,.. . , an) une suite de scalaires tels que :

aie* + a2ej + ... + a„e* = 0.

Alors pour tout x e E, on a

+ a2e5(j;) + ... + ane*n(x) = 0.

En particulier pour chaque j G [1, n] nous aurons

t = l « = 1

d'où ai = a2 = ... = an = 0.

Ainsi la relation a\é[ + ... + ane* = 0 entraîne ai = ... = an = 0 et la
famille {e*,..., e*} est libre. Elle forme donc une base de E*.
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8.3.1.4. Définition

La base (e*,..., e*) de E* associée à la base (ei,..., en) de E s'appelle la
base duale de la base (ei,..., en) de E.

8.3.1.5. Remarques

n

a) Si x - ^2 Xjej € E, on a

Pour cette raison, on dit que e* est la i6"16 forme coordonnée relative à la
base(ci,...,e„).

b) Si M 6 E*, alors u =oq ej + ...+ oc„ e*, où oc¿=< w, e¿ >.

e) (< u, x > = 0 pour tout u e E*) •<=>• x = 0.

En effet, l'hypothèse montre que < e*,x >= 0 pour tout indice i e
{1,2,..., n} •<=>• (les coordonnées de x sont nulles).

8.3.2. BIDUAL D'UN ESPACE VECTORIEL

8.3.2.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle bidual de E et on note E** V espace
vectoriel dual de E*.

Si E est de dimension finie, on a d'après le Théorème 8.3.1.3.

dim(£"") = dim(£") = dim(E).

Nous allons définir une application de E dans E** de la manière suivante:
soit x G E ; à tout u e E* associons sa valeur au point x. On définit ainsi une
application Tx de E* dans K et d'après les formules (8.3.1.1), Tx est une forme
linéaire sur E*, autrement dit Tx e E**.

Posons
J(x) = Tx et < u, J(x) > = < u,x> .

D'après les formules (8.3.1.1), l'application J : E —> E** est linéaire. On
l'appelle le morphisme canonique de E dans E**.

Nous allons montrer que si E est de dimension finie, alors le morphisme
canonique est un isomorphisme.
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8.3.2.2. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors le morphisme
canonique x \—• Tx de E dans E** est un isomorphisme.

Démonstration. Nous savons déjà que dim(E) = dim(E**). Il suffit donc,
d'après le Corollaire 8.2.3.5, de montrer que J est injectif. On a les équivalences
suivantes :

a;6Ker(J) <̂ => J(x) = 0 <=>< u,J(x) >= 0 pour tout« e E*

<u,x >— 0 pour tout ue E* -«=>• x — 0.

La dernière équivalence logique résulte des Remarques 8.3.1.5.

Ainsi J est injective, donc bijective.

En général, on identifie un espace vectoriel E de dimension finie à son
bidual E** à l'aide de Fisomorphisme J. On identifie le vecteur x et la forme
linéaire Tx définie à partir de x. Ainsi x peut être considérée comme une forme
linéaire sur E*, ce qui permet d'écrire indifféremment :

u(x) =< u, x >=< x, u > .

Ainsi un espace vectoriel de dimension finie et son bidual jouent des rôles
parfaitement symétriques.

8.3.2.3. Remarque

Si E n'est pas de dimension finie, on démontre que le morphisme canonique
est toujours injectif, mais pas nécessairement surjectif et E est seulement un
sous-espace vectoriel de E**.

8.3.3. ORTHOGONALITÉ

8.3.3.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel, x G E et u G E*. On dit que u et x sont
orthogonaux si < u, x > = 0.

On dit qu'une partie A de E est orthogonale à une partie B de E* si tout
élément de A est orthogonal à tout élément de B.

Si A est une partie de E, on appelle orthogonal de A dans E*, et on note ̂ 4°,
l'ensemble des formes linéaires u sur E qui vérifient < u,x > = 0 pour tout
x e A.

De môme si B est une partie de E*, l'orthogonal de B est l'ensemble
(8.3.3.1) Bi = {x G E :< u, x > = 0 pour tout u G B}.

Les formules (8.3.1.1) montrent immédiatement que pour toute partie A de
E, l'ensemble A0 est un sous-espace vectoriel de E* et pour toute partie B de
E*, l'ensemble B\ est un sous-espace vectoriel de E.
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8.3.3.2. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n. On appelle hyperplan
vectoriel de E tout sous-espace de dimension (n — 1).

Le théorème suivant donne une caractérisation des hyperplans à l'aide des
formes linéaires.

8.3.3.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u une forme
linéaire non nulle sur E. Alors le noyau de u est un hyperplan vectoriel de E.
Réciproquement, si H est un hyperplan vectoriel de E, il existe une forme linéaire
non nulle u dont le noyau est H, et toute forme linéaire v dont le noyau est H
est proportionnelle à u.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel Im(u) de K est de dimension 1.
D'après le Théorème 8.2.3.3, dim (Ker(u)) = n - 1, donc Ker(u) est un hyper-
plan.

Réciproquement, soit H un hyperplan vectoriel de E et soit (ei,..., e„_i)
une base de H que nous complétons en une base (ei,..., en) de E. Considérons
la forme linéaire u définie par

u(e.) = Opour i = 1,2,...,n— 1

«(e„) = 1.

Il est clair que Ker(u) = H. Si vest une forme linéaire telle que Ker(t>) = H,
posons oc= v(en) et considérons la forme linéaire v— oc u. oc est non nul puisque
H±E.

On a d'une part (v- oc w)(en) = 0 et, d'autre part (v— oc u)(e,-) = 0 pour
i= l , . . . , n - 1.

Donc v— oc u = 0, soit v =<x u.

8.3.3.4. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F un sous-espace
vectoriel de dimension m. Alors :

a) F" est de dimension n — m ; autrement dit :

dim(F) + àxm{F°) = dim(E) ;

b) (F0)0 = F.

Démonstration, a) Soit (ei,..., em) une base de F. D'après le théorème de la
base incomplète, il existe des vecteurs em+\,..., en de E tels que (ei,..., en) soit
une base de E. Soit (e\,..., e* ) la base duale de E*.
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Pour qu'un vecteur / =oci e j+ ...+ «„ e* de E* soit orthogonal à F, il faut
et il suffit que pour tout x G F , on ait /(x) = 0, et en particulier /(e,- ) = 0 pour
i = 1,2, ...,m.Comme/(e,) =oc,, on voit q u e / =ocm+1 e*m+1 + ...+ oc„ e*.
Réciproquement, tout élément / de E* de la forme précédente vérifie f(x) = 0
pour tout x e F, donc est dans F". Donc F" admet pour base {e*m+x,..., e*),
d'où le a).

b) Soit x un élément de F ; x est orthogonal à F 0 , donc x e (F0)0 , et par suite
F c (F0)0 . D'après le a), on a dim [(F0)0] =n-(n-m) = m = dim(F).
Le Théorème 8.1.3.1, b), appliqué à F et (F 0) 0 montre alors que F = (F0)0 .

8.3.4. TRANSPOSÉE D'UNE APPLICATION LINÉAIRE

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u une application linéaire de E
dans F. Nous nous proposons de définir une application linéaire de F* dans E*.
Pour cela, considérons une forme linéaire j / sur F . Alors l'application composée
y1 ou est une forme linéaire sur E, c'est-à-dire un élément de E*.

Ainsi, étant donnée une application linéaire u de E dans F , à tout élément y'
de F* il correspond un élément y1 ou de E*. On peut donc définir une application
*« : F* —* E* en posant

tu(yl) = y1 ou quel que soit y' e F*.

8.3.4.1. Définition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels E* et F* leurs espaces duaux et
u : F —• F une application linéaire. On appelle transposée de u, et on note
iu, l'application linéaire *u : F* —• F* définie par*u^/) = y1 ou pour tout
y1 eE*.

On a par définition

(*«(!/)) (x) = Wou)(x) = y1 (u(x))

pour tout x e E, ou encore

(8.3.4.1) <* «(i/), x >=< y1, u(x) >

quels que soient x £ E et y1 e F*.

La formule (8.3.4.1) s'appelle la formule fondamentale de la transposition.

Montrons que l'application 'u est linéaire. Soient y'l,y
>

2 G F*. Pour tout
x e F, on a

< '«M + ié) . x >=< y'i + lé» «(*) > ;
d'après (8.3.4.1) on obtient

< vi + ié»«0O >=< i/i>«(aO > + < ié.u0>0 >

=< * ( i ) X / ) * (
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D'où

On vérifierait de même que '«(Aj/) = A'W(Î/) pour tout y1 e F* et pour
tout \€K.

8.3.4.2. Théorème

L'application u i—> *M possède les propriétés suivantes:

a) Soient E, F deux K-espaces vectoriels, u,v £ C{E, F) et \ Ç. K ; on a

b) Si £7 ci F soni de dimension finie, et si u G C(E, F) on a *('«) = u.

c) Soienf ¿?, -F, G trois K-espaces vectoriels, u G C(E, F)etv e C(F, G). On
a t(vou) = tuotv.

d) Soit E un K-espace vectoriel et soit u £ C(E). Si u est un automorphisme
de E, *u est aussi un automorphisme de E* et C«)"1 =' (w""1)- La transposée
de l'application identique de E est l'application identique de E*.

Démonstration.

a) Pour tout j / £ F* et pour tout x £ E, on a

> = <y',(u + v)(x)>=<y',u(x) + v(x)>

>+ < tv(y'),x>

= < ( * U + V ) ( j / ) , z > ,

d'où
t(u + v)(y')=(tu+iv)(y')

et par suite *(u + v) = *u + V

On vérifie de même que *(Au) = A*w.

b) Puisque u e C(E, F), on a 'u € C{F", E"), donc *(*u) G C{E**,F**).

Soient donc x G E** = E et j / G F*. On a

< *(*«)(*), y' >=< x, X y ' ) > = < «(a-), y' >,

d'où*(tu)(a;) = u(x) pour tout x G i? et par suite t(tu) — u.

c) Soient x G .E1 et z' G G*. On a, en appliquant la formule (8.3.4.1),

< t(vou)(z'),x> = <z',v(u(x))>=< tv(z'),u(x)>

d'ou'(rou)(z') = *u (*v(z')) et par suite = iuotv.
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d) Pour établir (iv) montrons d'abord que si u est l'application identique de E,
alors *u est l'application identique de E*. En effet, pour toute forme linéaire y1

sur E et pour tout x G E, on a

< tu(y'),x>=<y',u(x)>=<y',x>,

d'où '«(y7) = Id£.(y') et par suite *w =

Si maintenant u est un automorphisme de E, soit u"1 l'automorphisme
réciproque. On a «ou"1 = u~lou =

On en déduit, en appliquant c) :

'(«"Vu = Wf«"1) = '(MB) =

ce qui montre que *uest bien un automorphisme de E* etque (*«)"' = t(u~1).

8.3.4.3. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, u : E —• F
une application linéaire et* usa transposée. Alors :

a) Le noyau de *u est égal à Vorthogonal de u{E) dans F*.

b) Le noyau de u est égal à l'orthogonal de tu(F*) dans E.

c) Le rang de u est égal au rang de *u.

Démonstration, a) Soit y1 € F*. On a les équivalences logiques suivantes :

y1 G Ker(*u) <i=> *u(j/) = 0 <=> (< *w(j/),a: > = 0 pour tout x G E)

(< y ' , u ( x ) > = O p o u r t o u t x e E) <̂ => y1 e («(

Donc
Kerf«) =( t , (£7)) 0 .

L'assertion b) se démontre de la même manière.

Démontrons c). On sait (Théorème 8.2.3.3), que

rg(u) = àim(E) - dim (Ker(u)) .

Comme dim(.E') = dim(£") et Ker(it) = (*u(F*)) °, il vient, en appliquant
le Théorème 8.3.3.4,

rg(u) = àim(E*) - dim (( '«(f1*))0) = dim (*u(F*)) = rp('ti).
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Chapitre 9 : MATRICES

Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, il résulte de la
linéarité, qu'une application linéaire ude E dans F est entièrement définie par
la donnée des imagespar u des vecteurs d'une base B de E.

Si E et F sont munis de bases BetC respectivement, on est ainsi conduit à la
notion de matrice d'une application linéaire relativement aux bases B et C. Alors
la structure de l'ensemble des applications linéaires de E dans F détermine
les opérations sur les matrices : addition, multiplication par un scalaire, et
multiplication. En particulier, nous obtiendrons l'algèbre des matrices carrées
associé à l'algèbre des endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.

Ce chapitre est essentiel non seulement pour la suite du cours, mais également
pour les applications aux autres sciences.

Dans tout ce chapitre, on désigne par K un corps commutati/quelconque.

9.1. Généralités
9.1.0.1. Définition

Soit K un corps commutati/. On appelle matrice à m lignes et n colonnes
ou matrice de type (m, n) à coefficients dans K, un tableau rectangulaire
d'éléments de K de la/orme

M-

1 1 1 <*12

021 «22

\ "ml

Les a,j s'appellent les éléments de la matrice ; l'élément a¡j est situé à
l'intersection de la i*"16 ligne et de la j0"* colonne de M. On note souvent

ou simplement M = (a¡j) s'il n'y a pas de confusion possible.

Si K = E, on dit que la matrice M est réelle ; si K = C, elle est dite
complexe.

Si m = n, on dit que M est une matrice carrée d'ordre n ; les éléments
an, (222, •••> a-nn forment alors la diagonale principale de la matrice.
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Si n = 1, on obtient la matrice colonne :

M -

an \

021

\ am\ I

Si m = 1, on obtient la matrice ligne :
M = (an ai2 •

Si M = (aij) est une matrice de type (m, n) on appelle transposée de M,
et on note 'M , la matrice 'M = (6¿j) de type (n, m) définie par 6,¿ = a¿¡.

*M est obtenue en permutant les lignes et les colonnes de M. On a:
'(•M) = M.

Une matrice carrée M = (a¿;) est dite symétrique si a^ = a¿¿ quels que
soient i et j , c'est-à-dire si M = M.

Une matrice carrée M = (a¿¿) est dite antisymétrique si tM = -M.

La relation *M = -M implique a,, = - a t J , d'où a,, = —a¿, et par suite
au = 0 si le corps K est de caractéristique ^ 2.

Si M = (a,j ) est une matrice complexe de type (m, n) la matrice M = fäj)
est appelée la matrice conjuguée de M, cHJ étant le nombre complexe conjugué
de aij. On appelle adjointe de M, et on note M*, la matrice M* = *(M)= 'M.
Si M est une matrice carrée et si M* = M, on dit que M est hermitienne.

On dit qu'une matrice carrée M = (a^) est triangulaire supérieure si les
éléments situés au-dessous de la diagonale principale sont nuls, c'est-à-dire si
aij — 0 pour i > j . On définit de même une matrice triangulaire inférieure.

Une matrice diagonale est une matrice carrée M = (a^ ) telle que a, j = 0 si
i ^ j . Si Ai,..., An désignent les éléments diagonaux d'une matrice diagonale D,
nous écrirons

D = diag(Ai,...,An).

On appelle matrice scalaire une matrice diagonale dont tous les éléments de
la diagonale principale sont égaux.

On appelle matrice unité d'ordre n, et on note /„, la matrice scalaire
d'ordre n dont les éléments de la diagonale principale sont égaux à un.

9.1.0.2. Exemple

n
U

0

1

0

0
0

1
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Ces quelques définitions montrent déjà l'importance des matrices carrées.

L'ensemble des matrices de type (m, n) à coefficients dans le corps K se
note Mmtn(K) et l'ensemble des matrices carrées d'ordre n à coefficients dans
K se note Mn(K).

9.2. Matrice d'une application linéaire

9.2.1. DÉFINITIONS, EXEMPLES ET THÉORÈMES

9.2.1.1. Définition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
B = (ei,..., en) une base de E, C = (/i,..., fm) une base de Fétu e C(E, F).
On appelle matrice de u par rapport aux bases B et C, et on note Matß,c(u).
la matrice (a,j) de type (m,n) dont la j i m e colonne est constituée par les
coordonnées du vecteur u(ej ) par rapport à la base (/i,..., /m)-

On a donc

(9.2.1.1) u(e,-) = ay/i + a2jf2 + ... + amjfm.

SiE = FetsiB = Con écrit Mate,B(w) = Mate(M),etonditqueMate(u)
est la matrice de l'endomorphisme u par rapport à la base B.

On notera que Mats,c(«) dépend en général de B et C même lorsque B = C.

9.2.1.2. Remarque

Le nombre de lignes de la matrice de l'application linéaire u : E —* F est
égale à la dimension de F ; le nombre de ses colonnes est égal à la dimension
de E.

9.2.1.3. Exemple

Dans le plan rapporté à des axes rectangulaires, soient i*= (l ,O)et/= (0,1)
la base canonique. Cherchons la matrice de la symétrie u par rapport à 0.

M'

Onau(î) = -ï= (-1,0); ii(j) = -J= (0,-1).
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La matrice M de u dans la base (Í, J) est donc :

0 \

• ( • :
M •

9.2.1.4. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
B = (ei,..., e„) une base de E,C = (/i,..., fm) une base de F. L'application
qui, à tout u e C(E, F),fait correspondre sa matrice Matß, c(u) par rapport aux
bases BetC est une application bijective de C(E, F) sur l'ensemble Mm,n (K)
des matrices de type (m, n).

Démonstration. Si u et u'sont deux éléments de C(E, F) tels queMatß,c(«) =
Matß^u')' alors on a pour tout indice j , u(e¡) = u'(e¿) et donc par linéarité
u(x) = u'(x) pour tout x e E, i.e. u = u' et l'application est injective.

Soit M = (dij) une matrice de type (m, n) à coefficients dans K ; consi-
dérons les n vecteurs yj de F :

Vj = «lj/l + û2j/2 + ••• + amjfm, 1 < j < n.

On sait (Théorème 7.2.3.4), qu'il existe une application linéaire unique u :
E —• F telle que «(ej) = yj pourtoutindicej.donctellequeMate.cKu) = M;
donc l'application u i—• Matß,c(«) est surjective, ce qui achève la démonstra-
tion du théorème.

D'après ce théorème, toute matrice M de type (m, n) peut être considérée
comme la matrice d'une unique application linéaire uM de Kn dans Km rela-
tivement aux bases canoniques de ces espaces. On dit que uM est l'application
linéaire associée à M. On peut donc définir l'image, le noyau et le rang de M
comme étant respectivement l'image, le noyau et le rang de UM- En particulier,
l'image de « M est le sous-espace vectoriel de Km engendré par les images des
éléments de la base canonique de Kn, c'est-à-dire par les colonnes de M. Ces
remarques nous permettent de définir le rang de M comme étant la dimension
du sous-espace vectoriel de Km engendré par les n colonnes de M ; c'est aussi
le nombre de colonnes de M qui sont linéairement indépendantes.

Nous verrons plus tard comment calculer le rang de M.

9.2.1.5. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
(ei,..., en) une base de E, (/i,..., fm) une base de F,etuE C(E, F). Alors le
rang de u est égal au rang de la matrice de u par rapport aux bases {e\,...,en)
et(fi,...,fm).

Démonstration. Soit A = (a, j ) la matrice de u par rapport aux bases (ei,..., e„ )
et (/i,..., fm). Il s'agit de comparer rg(A) et rg(u).
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Soient (ej, . . . , e'n) la base canonique de Kn, (/(,..., f'm) la base canonique
de Km et uA l'application linéaire de Kn dans Km associée à A. Soit ip l'unique
isomorphisme de E sur K" défini par <p(ej ) = ej pour 1 < j < n et soit V1

l'unique isomorphisme de F sur 7<"m défini par V>(/i) = // pour 1 < t < m.

Montrons d'abord que le diagramme

est commutatif.

Pour tout j e [1, n], on a

/ ¿=i

= (uAo<p)(ej).

Par linéarité, on en déduit que rpou — uAoip. D'où

rg(ipou) = rj(«

soit
dim (rP(u(E))) = dim (uA(<p(E)))

ou, puisque y> et t/> sont bijectives,

dim («(£")) = dim (uA(Kn)).

Par suite, on a ry(u) = = rg(A).

9.2.1.6. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (ei,..., en) une
base de E et {x\ xp} une famille de p vecteurs de E définie par

»=1

Alors le rang de la famille {x\, ...,xp} est égal au rang de la matrice
M = (a.j)i<t<n,i<j<p-
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Démonstration. Soit u l'application linéaire de Kp dans E qui envoie les élé-
ments (e[,..., e'p) de la base canonique de Kp sur les vecteurs x¡ donnés :

La matrice de l'application linéaire u par rapport aux bases (e[,..., e'p) et
(ei, ...,e„) est justement M = (at;)etd'aprèsleThéorème9.2.1.4,onarif(u) =
rg(M).

Or, le rang de la famille {xi,..., xp] est la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par cette famille et d'après la construction de u, ce sous-espace est
identique à Im(u). Donc le rang de la famille {xi,..., xp} est égal au rang de u,
c'est-à-dire au rang de la matrice M.

9.2.1.7. Théorème

Conservons les notations du Théorème 9.2.1.4. Soient u 6 C(E,F) et
M = (a,j) la matrice de u par rapport aux bases {e\,..., e„) et (/i,..., / m ) -
Alors si x est un vecteur de E défini par ses coordonnées (xi, . . . , xn) par rapport
à la base (ei,..., e„) les coordonnées (yi,..., ym) de y = u(x) par rapport à la
base (/i, . . . , / m ) sont données par les formules

2/1 =

yi = 021X1 + 022X2 + ... + a2 nx„

(9.2.1.2)

ym — o.m\Xi + am2X2 + ... + amnxn.

Démonstration. On a

y = u(x) = « I 2 ^ xJeJ I = ¿^ xj<ej)-

D'après la formule (9.2.1.1), cette expression vaut

n / m \

y i ; ) Quii I •
>=i \«=i /

En regroupant les termes par rapport aux / , , il vient :

y= («11*1 +. .- + ai„x„)/i + . . .+ (am ixi + ... + a m n x „ ) / m .

D'où
î/i = a¿l*l + ••• + CLinXn

pour tout i G [l,m].
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9.2.1.8. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (ei,..., en)unebasedeE,(f\,..., fm)
une base de F, (ej1,..., e*) et (J'{,..., / „ ) les bases de E* et F* respectivement
duales des bases données. Alors si u e ¿(E, F) et si A est la matrice de u par
rapport aux bases {e\, ...,en)et (/i,. . . , f m ) , la matrice de la transposée %upar
rapport aux bases (/*,..., fm) et(e\,..., e*) estM.

Démonstration. Posons A = (ay)i<¡<mii<j<n . On a

Par définition de la base duale (/¡*,..., / „ ) , on a

<fi,fj>=t¡j (1 < ¿.J < "»)•

Donc
< fi,u(ej >=a.ij.

Soit (bij) la matrice de iu G C(F*,E*) par rapport aux bases (f*,--.,fm)
et(eî , . . . ,e;) .Ona

f«(/T) = E b^.
k=ï

D'où, puisque < e*k, e,- > = é¿j,

< f«(/;),e<>=6y.

Comme
< iu(f;),ei>=<f;,u(ei)>,

d'après la formule (8.3.4.1), on a bien b^ = a,,.

9.2.1.9. Remarque

D'après le Théorème 8.3.4.3, toute matrice A de type (m, n) a même rang r
que sa transposée * A et r est aussi le nombre maximal de lignes de A linéairement
indépendantes.

9.3. Opérations sur les matrices
Nous définirons les opérations sur les matrices à partir des opérations cor-

respondante sur les applications linéaires.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K, (ci, ...,e„) une base de E,
(/i , ••-, fm) une base de F, u et v des éléments de C(E, F). Soient M(u) et
M{v) les matrices de u et v respectivement par rapport aux bases (ei,..., en) et
( )
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9.3.1. ÉGALITÉ DE DEUX MATRICES

Les deux applications linéaires u et v sont égales si et seulement si u(e¡) =
v(ej ) pour tout j G [1, n], c'est-à-dire

j / l + «2.7/2 + ••• + amjfm — hjfl + h.jh + ••• + bmjfm-

Donc u = v si et seulement si a,j- = 6^-, pour i = 1, .. . ,net j = 1, ...,m,ce
qui nous conduit à la définition suivante :

9.3.1.1. Définition

On dit que deux matrices A = (a^ )et B = (6,j) de type (m, n) sont égales
si on a

aij = bij

quels que soient i et j .

9.3.2. ADDITION DES MATRICES

Conservons les notations précédentes et notons 5 = (s¿¿) la matrice de
l'application linéaire « + v. On a

(u + v)(ej) = u(ej) + v(ej) = aij fi+ ...-{• amjfm +hjfl + ••• + bmjf

= (ai; + 61 j )/i + ... + (amj + bmj )fm.

D'où
Sij = aij +bij.

On peut donc poser la définition suivante :

9.3.2.1. Définition

Si A = (aij) et B = (bij) sont deux matrices de type (m, n), on appelle
somme de A et de B, et on note A + B, la matrice de type (m, n) dont les
éléments sont a,-¿ + 6,-j quel que soit (i, j) G [1, m] x [1, n].

On a donc M(u + v) = M(u) + M(v).

Il est clair que si A et B sont des matrices de type (m, n), on a

*(A + B)= *A+ XB.

On vérifie facilement que l'addition des matrices est une opération associa-
tive, commutative, et qu'elle possède un élément neutre noté 0 : c'est la matrice
dont tous les éléments sont nuls. Enfin toute matrice A = (a^ ) possède une ma-
trice opposée notée —A et définie par - A = (-a¿; ). Autrement dit, l'ensemble
des matrices de type (m, n) est un groupe abélien pour l'addition des matrices.
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9.3.3. MULTIPLICATION D'UNE MATRICE
PAR UN SCALAIRE

Avec les notations précédentes, soit M(Au) = (a^) , A 6 K, la matrice de Au
par rapport aux bases (ei,...,e„) et (/i, . . . , / m ) - On a pour tout j e [ l ,n] ,

( m \ m

Donc, quel que soit (¿, j) 6 [1, m] x [1, n],

d'où la définition

9.3.3.1. Définition

Si A = (ciij ) est une matrice de type (m, n), le produit de Apar le scalaire A
est la matrice \A obtenue en multipliant tous les éléments de A par A.

On a donc M{Xu) = \M{u).

Il est clair que si A est une matrice de type (m, n), on a

*(XA) = A4 A

9.3.3.2. Théorème

L'ensemble Mm¡n{K) des matrices de type (m, n), muni des opérations
{A, B) i—• A + B et (A, A) i—• XA, est un espace vectoriel de dimension mn.

Démonstration. Il est immédiat que si A et B sont des matrices de type (m, n)
et si A et ¡i sont des scalaires, alors

X(A + B) = XA + XB;(X

Comme Mm¡n(K) est un groupe abélien pour l'addition des matrices, c'est
un espace vectoriel sur K.

Si E et F sont des /i-espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
rapportés à des bases, alors l'application u i—* M(u) est un isomorphisme de
l'espace vectoriel C(E,F) sur l'espace vectoriel Mm>n{K). Comme C(E,F) est
de dimension mn d'après le Théorème 8.2.1.1, Mmin(K) est aussi de dimension
mn.

Pour trouver une base de l'espace vectoriel Mm>n(K), considérons les mn
matrices Eij de type (m, n) qui contiennent un 1 à l'intersection de la ihnc ligne
et de la j * " 1 " colonne et des zéros partout ailleurs.
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Si A = (afj) G Mm¡n(K), on a

donc les matrices f?,-¿ engendrent l'espace vectoriel Mm,„ (K). Ces matrices sont
m n

linéairement indépendantes car la relation ^ V^ atJ £¿ j = 0 implique a¿¿ = 0
¿=i j=\

quels que soient ¿ G [1, m] et j G [1, n].

Donc les (Eij)i<i<mti<j<n forment une base de Mm n( .K) appelée base
canonique de Mm,n(K)-

9.3.4. PRODUIT DE DEUX MATRICES

Soient E,F,G trois espaces vectoriels sur K, (ci, ...,e„), (fi, ...,fm),
(gì, ...,gr) des bases de E, F et G respectivement. Soient u un élément de
C(E, F), v un élément de C(F, G), M(u) = (a¡j) et M(v) - (6¿j) les matrices
de u et v par rapport aux bases données.

Nous nous proposons de chercher la matrice de vou par rapport aux bases
(ei,...,e„) et (01,...,(/,.).

Posons
M(vou) = (cij).

O n a quel q u e soi t j e[l,n],

( m \

)

(vou)(ej) = v (ufo)) = v í Y akjfk ) =

m fr \ m r

r

= Y

Donc, par définition de c i ;, on a

r /m

\Jb=l

d'où la définition suivante :
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9.3.4.1. Définition

Soient A = (a,j) une matrice de type (m, n) et B = (6,¿) une matrice de
type (n,r)à coefficients dans K. On appelle produit de A par B,eton note AB,
la matrice de type (m, r) dont l'élément c,j situé à Vintersection de la i0"1' ligne
et de la j i m e colonne est donnée par :

(9.3.4.1)

On a donc

Cij =

Jb=l

M(vou) = M(v) • M{u).

9.3.4.2. Remarque

Le produit AB n'est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B.

L'expression de c¿¿ s'obtient àpartir de la ligne d'indice i de A et de la colonne
d'indice j de B. On dit que l'on fait le produit AB «lignes par colonnes ».

9.3.4.3. Exemples

/ 2 4 \

1 6

\ 3 2 )

Propriétés du produit

a) Si A, B, C sont des matrices telles que les différents produits ci-dessous soient
définis et si A est un scalaire quelconque, on a

A(B B)C

A(B + C) = AB + AC;(B + C)A =

A(XB) = (XA)B = X(AB).

Ces propriétés se démontrent en utilisant des propriétés bien connues des
applications linéaires. Si par exemple « : Kr —* K', v : Km —* Kn et
w : Kn —• Km sont des applications linéaires dont les matrices sont A, B et C
respectivement par rapport aux bases canoniques, alors la matrice de uo(vow)
est A(BC) et la matrice de {uov)ow est (AB)C. Comme (uov)ow = uo(vow),
on a l'égalité A(BC) = (AB)C.

Les autres égalités se démontrent de même.
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b) Le produit de deux matrices n'est pas commutatif en général.

c) Puisque C(E) est un anneau pour l'addition et la composition des applica-
tions, l'ensemble Mn(K) est un anneau pour l'addition et la multiplication des
matrices, l'élément unité étant la matrice unité d'ordre n. Cet anneau possède
des diviseurs de zéro car on a par exemple, si n = 2,

o
1

o
o

o
o

o
1

o
o

o
o

Mn (K) est même une AT-algèbre et l'application u i—• M(u) de C(E) dans
Mn (K) est un isomorphisme d'algèbres.

d) Si le produit AB est défini, tBtA l'est aussi et on a

*(AB) = tBtA.

C'est immédiat.

e) En revenant au Théorème 9.2.1.7, les équations (9.2.1.2) montrent que si

X2

et y =
îfc

\ Vm I

sont les matrices colonnes des composantes de x dans la base (ei,..., en) de E et
des composantes de y = u(x) dans la base (/i , . . . , fm) de F, la ^mc composante
de y est le produit de la t*™16 ligne de M par la matrice colonne X. On obtient
ainsi la traduction matricielle de la relation y = u(x) : Y = MX, soit

\

2/2

I an

a2i

\

dmn /

* 2

9.4. Matrices inversibles.
Changement de bases

9.4.1. MATRICES INVERSIBLES

9.4.1.1. Définition

On dit qu' une matrice M € Mn (K) est inversible ou est régulière s'il existe
une matrice A e Mn(K) telle que
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(9.4.1.1) MA = AM = In.

La matrice A est alors unique ; on la note M"1 et on l'appelle l'inverse de M.

L'ensemble des matrices carrées inversibles d'ordre n à coefficients dans K se
note GL(n, K). On vérifie facilement que GL(n, K), muni de la multiplication
des matrices, est un groupe non commutatif en général. On l'appelle le groupe
linéaire à n variable sur le corps K ; ce groupe n'est rien d'autre que le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de l'anneau Mn(K).

Les groupes GL(n, K) et leurs sous-groupes s'appellent les groupes clas-
siques. Leur étude a constitué une étape importante le développement de la
théorie des groupes dont les applications à l'algèbre, à l'analyse moderne et à la
physique sont nombreuses.

9.4.1.2. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (ei,..., e„) une base
de E et u un endomorphisme de E. Pour que la matrice M(u)deu par rapport à
la base (e\, ...,en) soit inversible, il faut et il suffit que u soit un automorphisme
de E. Alors on a

Démonstration. Posons A = M(u). Si A est inversible il existe B € Mn(K)
telle que

L'application u i—• M{u) de C(E) sur Mn(K) étant bijective, on peut
considérer l'application linéaire v associée à B. Elle est telle que

uov = vou = s,

donc u est bijective et v est sa bijection réciproque : v =u~l.

Réciproquement, si u est bijective, u"1 existe et

M(u) M^-1) = M(uou~l) = M{IdE) = /„,

M{u~l) M(u) = M(u~lou) = M(IdE) = /„.

Par suite, M(«) est inversible et (M^u))'1 = M(u~l).

9.4.1.3. Théorème

Soit A 6 M„(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est inversible.

b) iA est inversible.
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c) Les lignes de A (considérées comme vecteurs de K") sont linéairement indé-
pendantes.

d) Les colonnes de A (considérées comme vecteurs de Kn) sont linéairement
indépendantes.

e) A est de rang n.

Démonstration, a) =^- b) Les relations AA~l = A~x A = In impliquent
par transposition, t(A~1)tA = '.¿'(.A"1) = /„ , donc *A est inversible et
( ' ) 1 ' ( 1 )

b) = > a) II suffit d'échanger les rôles de A et * A et d'observer que t(tA) = A.

On a a) <=> e) d'après le Corollaire 8.2.3.5 car cela revient à dire qu'un
endomorphisme u d'un X-espace vectoriel E de dimension finie n est inversible
si et seulement si rg(u) = n.

On a c) •<=>• e) d'après la Remarque 9.2.1.9. Enfin d) <=» e) d'après les
remarques qui suivent le Théorème 9.2.1.4, ce qui achève la démonstration du
théorème.

9.4.2. CHANGEMENT DE BASES

Soit E un X-espace vectoriel de dimension n muni d'une première base
B = (ei,..., en) appelée «ancienne base». Tout vecteur x de E s'écrit de façon
unique

x = ariei + ... + xnen.

On est souvent conduit à calculer les coordonnées x[, x'2,..., x'n du vecteur x
par rapport à une autre base B' = (f\,..., /„) de E appelée «nouvelle base».

Avant d'examiner ce problème, nous poserons la définition suivante.

9.4.2.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ei,..., en) et B' =
(/i, • ••, fn) deux bases de E. On appelle matrice de passage de la base B àia
base B' la matrice carrée P d'ordre n dont la j * " " colonne est formée par les
composantes de f¡ par rapport à la base B.

Autrement dit, si P = (a,¿ ), on a

(9.4.2.1) /,- = ¿
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9.4.2.2. Remarque

II existe un endomorphisme u de E, et un seul, tel que pour j G [1, n], on ait :

Les formules (9.4.2.1) montrent que P est la matrice de w par rapport à la
base B. Comme u est un automorphisme de E (puisqu'il transforme une base de
E en une base de E), P est inversible:

PeGL(n,K).

9.4.2.3. Remarque

Les relations (9.4.2.1) et les relations IdE(Sj) = Sj(j = 1,2, ...,n) montrent
que P est la matrice de l'application identique de E par rapport aux bases B' et
B (bien noter l'ordre dans lequel doivent être prises les bases).

9.4.2.4. Théorème

Conservons les notations précédentes. Alors la matrice de passage de la
base B' à la base Best P-1.

Démonstration. Désignons par P' la matrice de passage de la base B' à la base
B. Considérons le diagramme

IdE IdE

E ^ E ^ E.
B B' B

En passant aux matrices associées relativement aux bases indiquées, ce dia-
gramme se traduit par PP' = /„ . De même, on a P'P = /„ , donc

9.4.2.5. Remarque

Nous venons de voir qu'une matrice de changement de base est inversible.
Nous allons montrer que, réciproquement, une matrice inversible P et une base
B d'un espace vectoriel E étant données, P est la matrice de passage de la base
B à une base unique B' de E.

Soient en effet P = (a,j) une matrice carrée inversible d'ordre n et B =
(ei,..., en) une base d'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si Sx, —, fn
sont les n vecteurs de E définis par

Sj —
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alors l'endomorphisme u de E tel que u(e¿) = /,• admet P pour matrice par
rapport à la base B, donc est un automorphisme de E. Donc (Théorème 7.2.3.4
d)), B' = (/i,..., /n) est une base de E et P est évidemment la matrice de
passage de la base B à la base B'.

• Influence d'un changement de bases sur les composantes d'un vecteur.

9.4.2.6. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n,B = (ei,..., en) et B' =
(/i, •••> /n) deux bases de E,P = (a¿¿) la matrice de passage de la base B à
la base B'. Soient x un vecteur de E,X (resp X') la matrice colonne de ses
coordonnées dans l'ancienne base B (resp. dans la nouvelle base B'). On a la
relation X = PX'.

Démonstration. Posons

X =
x2

et X' =
V2

\ yn f

On peut écrire

D'autre part, on peut écrire x sous la forme

n

En identifiant ces deux dernières expressions de x, on voit que

x* = ' « = 1 , 2 , . . . , T » ,

ce qui s'écrit matriciellement:

X = PX'.

Insistons sur le fait que ce sont les « anciennes » composantes (ZJ )i <j <n que
l'on calcule en fonction des « nouvelles » composantes (%• )i <,- <„ par Hntenné-
diaire de la matrice de passage. Naturellement, on peut également exprimer X'
en fonction de X :

X' = P~XX.
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9.4.2.7. Exemple

Dans le plan vectoriel euclidien, soit B = (ï, / ) une base orthonormée. Soit
B' = (V, p) la base obtenue en effectuant sur la base B une rotation Rg d'angle

e.

Soit v un vecteur de coordonnées

base B'. On a
C) dans la base B et dans la

i> = Re(T) = (cos ô)i + (sin 0)j

p = R»(J) = Re+x/2(i) = (-sin 6)t + (coso)/.

La matrice de passage de la base B à la base B' est donc

coso - s i n 0 \

sin0 COS0 /
P =

D'où

soit
CM;)-
x = x' cos 0 — Î / sin 0

y = x'sin0 + j/ /cos0.

• Influence d'un changement de bases sur la matrice d'une application
linéaire.

Un problème important lié aux changements de bases dans les espaces
vectoriels, est de savoir ce que devient la matrice d'une application linéaire
u : E —• F lorsqu'on change de base dans E et dans F.

La solution de ce problème est donnée par le théorème suivant :

9.4.2.8. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
et u G C(E, F). Soient B = (ci,.. . . en) et B' = (e[,..., e'n) deux bases de E,
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C = (/i,..., /m) et C = (//,..., f'm) deix bases de F, et soit P (resp. S). La
matrice de passage de la base B àia base B' {resp. de la base C àia base C).
Si A est la matrice de u par rapport aux bases B et C, alors la matrice M de u
par rapport aux bases B' et C est donnée par la formule

M = S~XAP.

Démonstration. Soient x e E et y = u(x), X et X' les matrices colonnes des
coordonnées de x dans les bases B et B', Y et Y' les matrices colonnes des
coordonnées de y dans les bases C et C.

D'après le Théorème 9.4.2.6, on a X = PX' et Y = SY'. Mais, par
définition de A, on a y = AX, donc

SY' = APX', d'où Y' = S~lAPX'.

Comme Y' = MX', on a bien

M = S~1AP.

9.4.2.9. Remarque

En utilisant la Remarque 9.4.2.2 et le Théorème 9.4.2.4, on peut retrouver le
Théorème 9.4.2.8. Le faire à titre d'exercice en considérant le diagramme

E
B'

LO. Corollaire

E
B

F , F
C C

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme de E
et B = (ei,...,e„), C = (ft,...,/„) deux bases de E. Soient P la matrice de
passage de la base B àia base C et Ala matrice de u par rapport à la base B.
Alors la matrice de u par rapport à la base Cest M = P~lAP.

Si F = EU suffit, dans le Théorème 9.4.2.8, de prendre la base C identique
à la base B et la base C identique à la base B'. Les deux matrices 5 et P sont
alors identiques et on a bien la relation

M = P~lAP.

9.4.2.11. Définition

On dit que deux matrices A et M de Mn(K) sont semblables s'il existe une
matrice P e GL(n, K) telle que

M = P~lAP.
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La relation de similitude est une relation d'équivalence sur Mn(K).

La définition et le Corollaire 9.4.2.10 montrent que deux matrices carrées A
et M d'ordre n sont semblables si et seulement si, étant donné un if-espace
vectoriel E de dimension n, A et M représentent le même endomorphisme u
de E par rapport à deux bases différentes de E. On pourra donc déterminer une
base de E par rapport à laquelle la matrice de u soit aussi simple que possible.
Nous examinerons ce problème ultérieurement.

9.4.3. MATRICES ÉQUIVALENTES

9.4.3.1. Définition

On dit que deux matrices A et B de type (m, n) sont équivalentes, s'il existe
une matrice inversible P d'ordre m et une matrice inversible Q d'ordre n telle
que

A = PBQ.

Il est clair que l'équivalence des matrices est une relation d'équivalence sur
Mm,n(K).

9.4.3.2. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement,
B = (ei,..., e„) une base deE,C = (/i, •••, fn) une base de F et u G C(E, F).
Soient B la matrice de u par rapport aux bases B et C et A une matrice de
type (m, n). Pour que A et B soient équivalentes, il faut et il suffit que A soit la
matrice de u par rapport à des bases B' de E et C de F.

Démonstration. Supposons que A et B soient équivalentes. Il existe donc
P G GL(m, K) et Q e GL(n, K) telles que A = PBQ. La matrice Q étant
inversible, c'est la matrice de passage de la base B à une base B' de E. De
même P " 1 est la matrice de passage de la base C à une base C de F. Alors
d'après le Théorème 9.4.2.8, la matrice de u par rapport aux bases B' et C est

i i - PBQ = A.

Réciproquement, supposons que A et B soient les matrices de la même
application linéaire u par rapport aux bases B' et C d'une part, B et C d'autre
part. Soient P la matrice de passage de la base B à la base B' et S la matrice de
passage de la base C à la base C. D'après le Théorème 9.4.2.8, on a A = S~x BP.
Les matrices S"1 et P étant inversibles, A et B sont équivalentes.

9.4.3.3. Théorème

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension net m respectivement
et u une application linéaire de E dans F, de rang r. Alors il existe une base
de E et une base de F par rapport auxquelles la matrice de u est de la forme

227



COURS D'ALGÈBRE

A(m,n,r) =

/ 1 0 ... 0

0 1 ... 0

0 0 ... 1

0 0 ... 0

V 0 0 ... 0

0 0 ... 0 \

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

o )

n — r

m — r

Démonstration. Soit E' un supplémentaire de Ker(u) dans E. Soit (ei,..., e„)
une base de E obtenue en complétant une base (ei,..., er) de E' par une base
(e r + i , ...,en) de Ker(u). Posons /¿ = w(e,) si 1 < j < r. Montrons que les
vecteurs fi,...,fr forment une base de Im(u). La famille {/i,..., / r } est libre
dans Im(u) car:

A,u(e¿) = 0 = > u ( ¿ A¿e¿ ) = 0.

Le vecteur ^ A,-e¿ appartenant à Ker(u) et à E' est nul, donc Ai = ... =
¿=i

Ar = 0 .

Comme u(e,) = 0 pour tout i e {r+ 1, . . . ,n} , les vecteurs fi,...,fr engen-
drent Im(u), d'où notre assertion.

Complétons les vecteurs fi,-..,fr par des vecteurs arbitraires fr+\,...,fm
pour obtenir une base C = (/i , . . . , fr, fr+i, •••, fm) de F . La matrice de u par
rapport aux bases B et C a bien la forme indiquée puisque

= / i , ..., u(er) = fr, u(e r + i ) = ... = u(en) = 0.

9.4.3.4. Corollaire

Toute matrice de type (m, n) de rang rest équivalente à la matrice A(m, n, r).
En particulier, deux matrices de type (m, n) sont équivalentes si et seulement si
elles ont le même rang.
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Démonstration. La première partie du Corollaire n'est qu'une traduction du
Théorème 9.4.3.3.

Si deux matrices A et B de type (m, n) sont équivalentes, elles représentent
la même application linéaire u par rapport à des bases différentes (Théorème
9.4.3.2). A et B ont donc le même rang que w.

Réciproquement, si A et B ont pour rang r, elles sont équivalentes à la matrice
A(m, n, r) du Théorème 9.4.3.3 ; elles sont donc équivalentes entre elles.

9.4.3.5. Corollaire

Soit A une matrice de type (m, n). Alors A et tA ont même rang.

Soit r le rang de A. D'après le Corollaire 9.4.3.4, il existe deux matrices
inversibles P et Q de type (m, m) et (n, n) respectivement telles que

A = PA(m, n, r)Q.

En transposant, il vient

*A= ^ ^ ( m , n, r)*P.

Comme *Q et *P sont inversibles d'après le Théorème 9.4.1.3, %A est équi-
valente à tA{m; n; r). Mais tA{m, n, r) = A(n, m, r) ; donc iA{m, n, r) est de
rang r et on a r = rg(A) — rg^A).

229



Chapitre 10 : DETERMINANTS

Le lecteur a déjà rencontré la notion de déterminant dans les classes an-
térieures à propos de l'étude des systèmes d'équations linéaires dans E2 et
dansR3.

Dans ce chapitre, nous définissons d'abord le déterminant d'un couple de
vecteurs, le déterminant d'un endomorphisme relativement à une base d'un
espace vectoriel de dimension deux, puis le déterminant d'une matrice carrée
d'ordre deux.

Les applications et les formes multilinéaires sont alors introduites, ce qui
nous permet de définir les déterminants dans un espace vectoriel de dimension
finie quelconque. Nous étudions en particulier, les propriétés des déterminants
qui découlent du fait qu'un déterminant est une forme multilinéaire alternée.

Dans ce chapitre, K désignera un corps commutatifde caractéristique dif-
férente de 2. Dans les applications, ce corps sera toujours^, ou C.

10.1. Applications et formes bilinéaires
10.1.1. APPLICATIONS

ET FORMES BILINÉAIRES ALTERNÉES

10.1.1.1. Définition

Soient E\,E2,F trois espaces vectoriels sur le même corps K. On dit qu'une
application f de E\x Ei dans F est bilinéaire si, quels que soient les vecteurs x
et x' de Ei, y et y1 de E% et le scalaire X, on a

',y) = (f(x,y)+f(x',y)

Autrement dit, l'application (x, y) i—• f(x, y) est, pour y fixé, linéaire par
rapport à la variable x et, pour x fixé, linéaire par rapport à la variable y.

Si Ei = Ei = E, on dit que / est une application bilinéaire sur E. Si, de
plus, F = K, on dit que / est une forme bilinéaire sur E.
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10.1.1.2. Remarque

II résulte immédiatement des définitions que quels que soient les vecteurs x
et y de E et le scalaire X, on a

,y) = 0, f(Xx,Xy) = X2f(x,y).

10.1.1.3. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une forme bilinéaire f sur E est :

- symétrique si f(x, y) — f(y, x) quels que soient les vecteurs x,y G E,

- antisymétrique si f(y, x) = — f(x, y) quels que soient les vecteurs y,x G E,

- alternée si f(x, x) = 0 quel que soit le vecteur x de E.

On a la caractérisation suivante des formes bilinéaires alternées.

10.1.1.4. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel. Une forme bilinéaire f sur E est alternée si
et seulement si elle est antisymétrique.

D é m o n s t r a t i o n . S i / e s t a l t e r n é e , o n a q u e l s q u e s o i e n t x , y e E ,

/(x + y, x + y) = 0.

En développant, il vient

/(*, x) + f(x, y) + /(y, x) + /(y, y) = 0,

d'où, puisque / est alternée, f(x, y) = -f(y, x).

Réciproquement, si / est une forme bilinéaire antisymétrique, en posant
y = x dans l'égalité f(y, x) = —f(x, y) on obtient:

f(x,x) = -f(x,x),

soit 2f(x, x) = O.d'où f(x, x) = 0 puisque la caractéristique de K est différente
de 2.

10.1.1.5. Exemple

Prenons K = E et E = R2. L'application f : E x E —* K définie par

f((x,x'),(y,y'))=xy'-x'y

est une forme bilinéaire alternée.

La vérification est immédiate et est laissée au lecteur.
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10.1.2. CAS OÙ d i m ( £ ) = 2

Jusqu'à présent, nous n'avons pas supposé que les espaces vectoriels con-
sidérés étaient de dimension finie. Nous allons étudier maintenant les formes
bilinéaires alternées sur un AT-espace vectoriel E de dimension 2.

10.1.2.1. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. L'ensemble des formes bili-
néaires alternées sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. On démontre sans peine que l'ensemble A2(E) des formes
bilinéaires alternées sur E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel
T(E x E, K) des applications de E x E dans K.

Soient B — {e\, e2) une base de E et (a;, y) un couple de vecteurs de E. Si /
est une forme bilinéaire alternée sur E, on a

f(x, y) = f{x\t\ + x2e2,

Comme / est alternée, on a

i) = /(e2)e2)=0

Par suite, il reste

f(x, y) = (xiy2- z2yi) / (e i , e2).

D'après l'Exemple 10.1.1.5, l'application hß définie par

est une forme bilinéaire alternée vérifiant :

Me,,c2)=l.l-0.0=l.

On a donc, dans A2(E), l'égalité

f = f(ei,e2)hB,

ce qui montre que {he} est une base de A2(E).

10.1.2.2. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 et soit B = (e\, e2) une base
de E. Il existe une forme bilinéaire alternée f et une seule sur E telle que
/ ( e i , e 2 ) = l .

Soit / une forme bilinéaire alternée telle que / (e i , e2) = 1. On a d'après
le Théorème 10.1.2.1, / = 1 • hB = he, ce qui montre que / coïncide avec la
forme bilinéaire alternée hß.
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10.1.3. DÉTERMINANT D'ORDRE 2

10.1.3.1. Définition

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension 2 et B = (e\, e%) une base
de E. Soient x et y des vecteurs de E. On appelle déterminant de x et y par
rapport à la base B, le scalaire hB(x, y). On le note déte(a;, y).

Nous avons vu que si x = x\ei + x2e2 et y = y\e\ + yie-i, alors
déte(a:, y) = xiy2- x2y\. On convient d'écrire

(10.1.3.1)
3/1

10.1.3.2. Remarque

L'application (x, y) 1—• detß(a;, y) vérifie évidemment toutes les propriétés
des formes bilinéaires alternées. Mais l'intérêt essentiel des déterminants vient
du théorème suivant.

10.1.3.3. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et B une base de E. Alors
pour que deux vecteurs x et y de E soient linéairement indépendants, il faut et
il suffit que déte(x, y) ¿ 0.

Démonstration. Supposons que x et y soient linéairement dépendants. Alors,
on a par exemple x = Xy et

déte (a;, y) = d6tB(Xy, y) = \détB(y, y) = 0.

Supposons maintenant que x et y soient linéairement indépendants. Ils for-
ment alors une base B' de E. Puisque detß/ est une forme bilinéaire alternée, il
existe d'après le Théorème 10.1.2.1, un scalaire A £ K tel que détg/(x, y) =
Adetß (x, y) et puisque d'après le Corollaire 10.1.2.2, déte' (x, y) = 1, on obtient
détB(x,y)¿0.

10.1.4. DÉTERMINANT D'UN ENDOMORPHISME

Soient E un if-espace vectoriel de dimension 2 et / une forme bilinéaire
alternée non nulle sur E. Pour tout endomorphisme u de E, considérons l'appli-
cation g : E x E —* K définie par

g(x,y) = f(u(x),u(yj)

quels que soient x, y dans E.
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II est clair que g est une forme bilinéaire alternée sur E ; de plus on vérifie
facilement que l'application ¡pu qui à / associe g est un endomorphisme de
A2(E). Comme dim (A2(E)) = 1, tout endomorphisme de Az{E) est une
homothétie. Il existe donc un scalaire unique A indépendant de / tel que, quels
que soient les vecteurs a; et y de E, on ait

f(u(x),u(y))=\f(x,y).

Cette remarque nous amène à poser la définition suivante :

10.1.4.1. Définition

Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension 2. On
appelle déterminant de u, et on note dét(u), l'unique scalaire tel que pour toute
forme bilinéaire alternée f sur E et pour tout couple (x, y) G E2, on ait

(10.1.4.1) / (u(x), u(y)) = (dét(u)) f(x, y).

10.1.4.2. Remarque

Si on applique la relation (10.1.4.1) pour une base B = (e\, e2) de E et si on
prend (x,y) = (e\, e2), on obtient une expression du déterminant de u :

(10.1.4.2) dét(u) = déte (u(e,),u(e2)).

On a les propriétés suivantes du déterminant d'un endomorphisme.

10.1.4.3. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. Alors :

a) dét(IdE) = 1.

b) Pour tout endomorphisme ude E et pour tout A G K,ona
dét(Au) = A2dét(u).

c) Quels que soient les endomorphismes uetvde E, on a dét(vou) = dét( v) dét(w).

d) Un endomorphisme ude E est inversible si et seulement si dét(u) ^ 0 et dans
ce cas

détiu-1) = (dét(u))"1 .

Démonstration. Soit B = (ei, e2) une base de E.

a) On a

dét(IdE) = àétB (7dB(ei ), IdE(e2)) = détB(ei, e2) = 1.
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b) On a de même pour tout scalaire A,

dét(Au) = détB (Au(ei), Au(e2)) = A2detß (u(ei,u(e2)) = A2dét(u).

c) En appliquant plusieurs fois la relation (10.1.4.2), on obtient

dél(vou) =

= détB(v(u(ei)),v(u(e2)))

= (dât(v)) détB (u(ei), w(e2)) = (dét(v)) • (dét(u)) .

d) L'endomorphisme u est inversible si et seulement si (w(ei), u(e2)) est une base
de E, c'est-à-dire si et seulement si détB (w(ei),w(e2)) ^ 0 (Théorème 10.1.3.3),
donc si et seulement si dét(w) / 0 d'après (10.1.4.2).

Si u est inversible, de la relation uou~l = Ids on déduit en appliquant a)
e t c ) :

d e v o i r 1 ) = 1 = (dét(u))

D'où dét(«"x) = (dét(u))"1.

10.1.5. DÉTERMINANT
D'UNE MATRICE CARRÉE D'ORDRE 2

Soit A une matrice carrée d'ordre 2 à coefficients dans K. Nous savons
que^i peut être considérée comme la matrice d'un endomorphisme unique u
de K2 rapporté à sa base canonique. Cela permet de définir le déterminant de A
comme étant le déterminant de u.

10.1.5.1. Définition

Soit A une matrice carrée d'ordre 2 à coefficients dans K :

(a b\
A=\

\c d)

On appelle déterminant de A, et on note d6t(A), le scalaire défini par

dét(A) = dét(u) = ad — bc.

On a les propriétés suivantes du déterminant d'une matrice carrée d'ordre 2.
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10.1.5.2. Théorème

a) dét(/2) = 1.

b) Si A e M2(K), on a dét(A) = dét(*^) et dét(AA) = A2dét(,4) pour tout
Aeif .

c) Soient A et B deux matrices carrées d'ordre 2. On a

dét(AB) = dét(A) • dét(.B).

d) Une matrice A e Mz{K) est inversible si et seulement si dét(A) ^Oet dans
ce cas, on a

e) Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre 2 semblables, on a

dét(A) = dét(5).

Démonstration. Ces propriétés se vérifient aisément par le calcul. Elles décou-
lent également des propriétés analogues du déterminant d'un endomorphisme.

Pour démontrer e), on remarque que si A et B sont semblables, il existe une
matrice carrée inversible P d'ordre 2 telle que B = P~lAP. Donc, d'après c),
on a

dét(5) =

= dét(P)"1 • dét(P) • dét(^) = áét(A).

10.1.5.3. Corollaire

Pour tout endomorphisme u de E, on a

dét('u) = dét(u).

10.2. Applications et formes multilinéaires

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'étendre la notion d'application
bilinéaire définie au paragraphe précédent.

Soit p un nombre entier > 1 et soient E\,..., Ep et F des AT-espaces vectoriels.
L'ensemble EixE2X...xEp sera muni de sa structure d'espace vectoriel produit.
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10.2.1. APPLICATIONS
ET FORMES MULTILINÉAIRES ALTERNÉES

10.2.1.1. Définition

On dit qu'une application f : E\ x E% x ... x Ep —• F est p-linéaire si
pour tout indice j tel que 1 < j < p et pour tout système de vecteurs z,- G Ei
(i ^ j), l'application de Ej dans F définie par :

Zj I

est linéaire.

Une application p-linéaire deE\xEîX....xEp dans K s'appelle une forme
p-linéaire.

Si E\ = ... = Ep = E une application p-linéaire sur Ep à valeurs dans F
s'appelle une application p-linéaire sur E.

Une forme p-linéaire sur Ep s'appelle une forme p-linéaire sur E.

Si p = 1, on retrouve les notions d'application linéaire et de forme linéaire.
Si p = 2, on a les notions d'application bilinéaire et de forme bilinéaire.

Les propriétés suivantes résultent immédiatement des définitions :

a) Si / est une application p-linéaire de E\ x ... x Ep dans F, alors
f(x\ ,...,xp) = 0 des que l'un des x¡ est le vecteur nul.

b) Quels que soient les scalaires Ai,..., Xp, on a

/(AiXi,...,ApXp) = Ai ...Ap f(xi xp).

c) L'ensemble des applications p-linéaires de E\ x ... x Ep dans F est un sous-
espace vectoriel de l'espace vectoriel des applications de E\ x ... x Ep dans F.
Ce sous-espace est noté CP{EX ,...,Ep;F)et CP(E ; F) si El = ... = Ep = E.
CP{E) désignera l'espace des formes p-linéaires sur E.

10.2.1.2. Définition

Soient E et F des espaces vectoriels sur K,et p > 1 un nombre entier. On
dit qu'une application p-linéaire f : Ep —• F est:

- symétrique si
f ( Z c r C l ) . •••) x < T ( p ) ) = f { x l . •••) x p )

quels que soient les x¡ e E et la permutation a € sp,

- antisymétrique si

f (*<r(i), - , Z,T(P)) = e((r)f(xi,..., xp)

quels que soient les Xi e E et la permutation <r G Sp (e(<r)désigne la signature de a),
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- alternée si
f(x1,...,xp)=O

chaque fois que deux des vecteurs Xi sont égaux.

On vérifie facilement que l'ensemble des applications p-linéaire symétriques
(resp. alternées) / : Ep —• F est un sous-espace vectoriel de CP(E ; F). On le
note SP(E; F) (resp. AP(E; F)).

Lorsqu'il s'agit de formes p-linéaires, ces espaces seront notés respectivement
SP{E) ti AP{E).

10.2.2. PROPRIÉTÉS DES APPLICATIONS
ET DES FORMES MULTILINÉAIRES ALTERNÉES

10.2.2.1. Théorème

Soient E et F des K-espaces vectoriels. Une application p-linéaire f de Ep

dans F est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Supposons / alternée. Soit a une permutation de {1,2, . . . ,p}.
Cette permutation est un produit de s transpositions et sa signature est
e(<r) = (—l)s. Il suffit donc de montrer que pour la transposition qui échange
les entiers i et j , on a

En utilisant le fait que / est alternée et multilinéaire, nous obtenons

0 =

Puisque / est alternée, il reste

f(xl,..., ar,-,..., xj,..., xp) + f(xi,..., x¡,..., x¡,..., xp) = 0,

d'où l'égalité à démontrer.

Supposons / antisymétrique. Soit (x\,...,xp) un élément de Ep tel que
xi = Xj avec t ^ j . La signature de la transposition r qui échange i et j étant
égale à - 1 , nous avons :

On en déduit 2f{x\,..., xp) = 0 et puisque K n'est pas de caractéristique 2,
il vient f(x\,..., xp) = 0, ce qui achève la démonstration du théorème.

Le théorème suivant et ses corollaires joueront un rôle important dans la suite
de ce chapitre.
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10.2.2.2. Théorème

Soient E et F des K-espaces vectoriels et f une application p-linéaire alter-
née de Ep dans F. Si les vecteurs x\,..., xp de E sont linéairement dépendants,
on a f(xi,...,xp) = 0.

Démonstration. Si les vecteurs x\,...,xp sont linéairement dépendants, l'un
d'eux, par exemple x\, est combinaison linéaire des autres :

x\ = X2x2 + ... + XpXp,

où les A; sont des scalaires. Donc

p

f(xi,...,xp) = '^2 Xj f(xj,x2,...,xp).
i =2

Puisque / est alternée, on a pour tout j G {2, ...,p}, f(xj, x2,..., xp) = 0
car Xj est égal à l'un des vecteurs x2,..., xp.

10.2.2.3. Corollaire

Les notations étant celles du Théorème 10.2.2.2, f(x\,..., xp) ne change pas
si on ajoute à l'un des vecteurs z, une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Démonstration. Supposons que le vecteur y soit une combinaison linéaire des
vecteurs XJ pour j ^ i :

où les Aj sont des scalaires.

D'après le Théorème 10.2.2.2, on a

f(xi,..., x¿_i, y, xi+i,..., Xp) = 0.

Donc
et j ^ \

10.2.2.4. Corollaire

Stfií J51 «n K-espace vectoriel de dimentions finie r. Alors quel que soit le
K-espace vectoriel F, toute application p-linéaire alternée de Ep dans F est
nulle pour r < p.
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Démonstration. Soit / : Ep —• F une application p-linéaire alternée. Si
dim(.E') = r < p, toute famille {xi,..., xp} de p vecteurs de E est liée. Donc
quels que soient les vecteurs x\,..., xp de E, on a

/(*!,..., Zp)=0,

et par suite / est l'application nulle de Ep dans F.

Lorsque E est un /f-espace vectoriel de dimension finie p, il existe effec-
tivement des applications p-linéaires alternées non identiquement nulles sur E
à valeurs dans un K-espace vectoriel F quelconque. Nous allons démontrer ce
résultat lorsque F = K.

10.2.2.5. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie pet B = (ei,..., ep) une
base de E. Alors :

a) L'espace vectoriel AP(E) des formes p-linéaires alternées sur E est de di-
mension 1.

b) // existe une unique forme p-linéaire alternée D sur E telle que

D(eu...,ep) = l.

Démonstration, a) Soit / une forme p-linéaire alternée sur E. Pour tout système
de p vecteurs x\,..., xp de E, posons

p
xi = ] T Xjiej (1 < i < p).

f étant p-linéaire, nous avons

(10.2.2.1)/ [

la sommation étant étendue aux f systèmes {ji,...,jp} d'entiers pris dans
{1,2,..., p} indépendamment les uns des autres.

Puisque/est alternée, on a/(ej , , . . . , e¡T) = Osi deux des entiers j i , . . . , jpsont
égaux. Dans la somme (10.2.2.1), nous pouvons donc retenir les seuls termes
pour lesquels les entiers ji,...,jp sont tous différents, c'est-à-dire constituent
une permutation des p premiers entiers naturels ; il existe alors une permutation
a € Sp telle que

jï =<r( l ) , . . . , j p = <r(p);

et puisque / est antisymétrique, nous avons

/ (eh. •••> eir) = f (e*(i)> •••> e<7(p)) = £{<*) / ( e i , - , ep).
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Tous les systèmes d'indices distincts sont obtenus lorsque a parcourt le
groupe symétrique sp. Finalement, la somme (10.2.2.1) s'écrit

(10.2.2.2) /(*!,. . . , xp) = /(ei,.... ep) I ] T e(<r)Xcii),i ... \,(p),P

Soit D l'application de Ep dans K définie par

(10.2.2.3) D(xu...,xp)=

Nous avons, quels que soient les vecteurs x\,..., xp de E

/(zi,..., Xp) = /(ei,..., ep) D(xi,..., xp),

c'est-à-dire / = / (e i , . . . , ep)D.
Pour achever la démonstration du a), il suffit donc de montrer que D est

une forme p-linéaire alternée non nulle sur E. Chaque terme de la somme
(10.2.2.3) dépend linéairement de chacun des vecteurs x\,..., xp, donc D est une
forme p-linéaire sur E. Montrons qu'elle est alternée. Soient i et j deux entiers
quelconques mais distincts appartenant à {1, ...,p} et supposons que ar,- = x¡.
Nous devons montrer que D{x\ ,...,xp) = 0 .

Soit T la transposition qui échange i et j . On a pour toute permutation
er G Sp, e(cror) = e(<r) e(r) = -e(<r). D'autre part, Ap désignant l'ensemble
des permutations paires, on a Sp = Ap U APT, d'où

car

a ( r ( l ) ) = <r(l),..., a (r(i)) = <T(J), ..., <r (r(j)) = *{í),..., <r

Comme x, = x¡ par hypothèse, on a

Donc D(x\ ,...,Xp) = 0 et D est bien alternée.
Montrons que D est non nulle. Pour cela prenons x\ = e\,..., xp = ep. On a

alors Xij = 6ij (symbole de Kronecker). D'où d'après la formule (10.2.2.3),

D(ei,...,ep)= J2 £(ff)$«(i),i -6°(P),P-
<r€Sr

Tous les termes de cette dernière somme sont nuls sauf lorsque o-(l) =
1,..., a(p) = p. Dans ce cas a est la permutation identique dont la signature est
+ 1 . On en déduit que

(10.2.2.4)
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b) Nous venons de voir qu'il existe une forme p-linéaire alternée D sur E telle
que D(e\,..., ep) = 1 et telle que

f = f(e1}...,ep)D

pour toute forme p-linéaire alternée / sur E. Donc si f(e\,..., ep) = 1, alors
/ = D, d'où l'unicité de D.

10.2.2.6. Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p, B = (ei,..., ep) une
base de E et f une forme p-linéaire alternée sur E. Pour que f soit nulle il faut
et il suffit que / (e i , . . . , ep) = 0.

Démonstration. Si / est nulle, il est clair que f{e\,..., ep) = 0.

Réciproquement, si f{eu ..., ep) = 0, on a d'après la formule (10.2.2.2),
f(xi ,...,xp) = 0 pour toute suite (x\,..., xp) d'éléments de E, donc / = 0.

10.3. Déterminants
Les résultats du paragraphe précédent permettent de définir le déterminant

d'un système de vecteurs, d'un endomorphisme et d'une matrice carrée.

10.3.1. DÉTERMINANT D'UN SYSTÈME DE VECTEURS

10.3.1.1. Définition

Soient E un espace vectoriel de dimension p sur K,B = (ci,..., ep) une base
de E et p vecteurs x\,..., xp de E. on appelle déterminant de x!,..., xp par
rapport à la base B, le scalaire D(xi ,...,xp) défini par la relation (10.2.2.3).

On note déta (xi,... , xp) le déterminant de x\,..., xp par rapport à la base B.

L'application détg possède les propriétés suivantes :

10.3.1.2. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie pet B = (ei,.. . , ep) une
base de E.

a) L'application déterminant est une forme p-linéaire alternée et on a

detß (x„(i),...,ar<T(P)) =e(<r)détB(a;1)...,j;p)

pour toute suite {x\,..., xp) de p vecteurs de E et pour toute permutation a e Sp.
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b) Le déterminant de p vecteurs ne change pas si l'on ajoute à l'un d'entre eux
une combinaison linéaire des autres vecteurs.

c) Si B' = (e[,..., e'p) est une autre base de E, on a pour toute suite {x\,..., xp)
de p vecteurs de E,

(10.3.1.1) détB-(xi,..., xp) = détB(ari,..., xp) détB-(ei,...,ep).

d) p vecteurs xi,...,xpde E sont linéairement indépendants si et seulement si
( ) #

Démonstration. La propriété a) résulte du Théorème 10.2.2.5. et la propriété
b) est une propriété générale des formes multilinéaires alternées (voir le Corol-
laire 10.2.2.3).

c) D'après le Théorème 10.2.2.5, il existe un scalaire A tel que

détB '(xi,...,xp) = AdétB(xi,...,xp).

En prenant x\ — e\,..., xp = ep, il vient d'après la formule (10.2.2.4) :

détB '(xi,...,xp) = AdétB(ei,...,ep) = A,

d'où l'égalité à démontrer.

d) Nous savons déjà que si les vecteurs xi , . . . , xp sont linéairement dépendants,
alors détB(xi,..., xp) = 0 (Théorème 10.2.2.2).

Réciproquement, si la famille (xi,. . . , xp) est libre, c'est une base B' de E.
Puisque détB/ est une forme p-linéaire alternée, il existe d'après le Théo-
rème 10.2.2.5 un scalaire A tel que détB/(xi,...,Zp) = AdétB(xi,...,xp) et
puisquedétB<(xi, ...,Xp) = l ,onabiendétB(xi , . . . ,xp) ^ 0.

10.3.2. DÉTERMINANT D'UN ENDORMORPHISME

10.3.2.1. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionfiniepet u un endomorphisme
de E. Il existe un scalaire et un seul, appelé déterminant de u, et noté dét(u), tel
que pour toute forme p-linéaire alternée f sur E et pour toute suite (xi,. . . , xp)
de vecteurs de E, on ait :

(10.3.2.1) / («(xi),..., ti(xp)) = dét(u) / (x! , . . . . xp).

Démonstration. Pour tout / e Ap(E), considérons l'application <pu(f) de Ep

dans K donnée par

<Pu(f) (ari,..., Xp) = f (u(xi),..., u(xp)) .

On vérifie facilement que tpu (f) est une forme p-linéaire alternée sur E et que
l'application / i—> ¥>«(/) est un endormorphisme de AP(E). Comme d'après
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le Théorème 10.2.2.5, dim (AP(E)) = 1, tout endomorphisme de AP(E) est
une homothétie. Le rapport d'une homothétie dans un espace vectoriel non nul
étant déterminé de façon unique, on voit qu'il existe bien un scalaire unique,
noté dét(u), indépendant de / et tel que l'on ait la formule (10.3.2.1).

10.3.2.2. Remarque

Soit B = (ei, ...,ep) une base quelconque de E. Si on applique la rela-
tion (10.3.2.1), en prenant / = déte, alors pour toute suite (x\,..., xp) de E et
pour tout endomorphisme u de E, on a

(10.3.2.2) dât8(u(xi ) , - , u(xp)) =dét(ii)detB(*i , . . . ,*„).

Si en particulier on prend (xi,..., xp) = (e\,..., ep), on obtient une expression
du déterminant de u :

(10.3.2.3) dét(u) = dét8 («(ei), ...,u(ep)).

Rassemblons quelques propriétés du déterminant d'un endomorphisme dans
un théorème.

10.3.2.3. Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p. Alors :

a) dét(7df;) = 1.

b) Pour tout endomorphisme ude E et pour tout A € K,ona

dét(Au) = Apdét(u).

c) Quels que soient les endomorphismes u et v de E, on a

dét(vow) = (dét(v)) (dét(u)) .

d) Un endomorphisme de E est inversible si et seulement si dét(w) ^ 0 et dans
ce cas on a :

)"

La démonstration est la même que celle du Théorème 10.1.4.3.

10.3.2.4. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimensionfinie. L'application u i—y dét(u)
est un homomorphisme du groupe linéaire GL(E)sur le groupe multiplicatif K*
des éléments non nuls de K. Le noyau de cet homomorphisme, constitué des
endomorphismes de E dont le déterminant est égal à 1 est un sous-groupe
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distingué de GL{E), appelé groupe spécial linéaire ou groupe unimodulaire
de E, et noté SL{E).

C'est immédiat.

10.3.3. DÉTERMINANT D'UNE MATRICE CARRÉE

Soit A = (a.j)i<.,j<p une matrice carrée d'ordre p à coefficients dans K.
Les colonnes de A représentent des vecteurs xi,..., xp de Kp rapporté à sa base
canonique. Nous savons aussi que A peut être considérée comme la matrice d'un
endomorphisme unique u de Kp rapporté à sa base canonique. Ceci nous amène
à poser la définition suivante :

10.3.3.1. Définition

Soit A = (a, ;) une matrice carrée d'ordre p à éléments dans K. On appelle
déterminant de A, et on note dét(^4), le déterminant de ses vecteurs colonnes
dans la base canonique de Kp.

Soit B la base canonique de Kp. Avec les notations précédentes, on a donc

(10.3.3.1) dét(A) = détB(a;i,.... xp = ^ e(<r)a„(1)il ... ao{p)tP = dét(u).

Le déterminant de la matrice A = (aij) se note aussi

an ... a\p

Les propriétés des déterminants des matrices carrées se déduisent des proprié-
tés des déterminants des endomorphismes en utilisant l'isomorphisme canonique
de l'algèbre C(KP) des endomorphismes de l'espace vectoriel Kp sur l'algèbre
Mp(K) des matrices carrées d'ordre p à coefficients dans K. Nous obtenons
ainsi le théorème suivant :

10.3.3.2. Théorème

a) Le déterminant de la matrice unité Ip est égal à 1.

b) Quelle que soit la matrice A G MP(K) et quel que soit X G K.ona

áét(XA) = \pdét(A).

c) Pour tout couple (A, B) d'éléments de MP(K), on a

dét(^S) = dét(^) dét(B).
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d) Pour qu'une matrice carrée A soit inversible, il faut et il suffit que son
déterminant soit non nul ; on a alors :

dét(A-1) = {d&t(A))~l .

e) Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre p semblables, on a

dét(A) =

10.3.3.3. Corollaire

L'application A i—• dét(A) est un homomorphisme du groupe linéaire
GL(p,K) sur le groupe multiplicatif K*. Le noyau de cet homomorphisme,
qui est l'ensemble des matrices carrées d'ordre p dont le déterminant est égal
à 1, est un sous-groupe distingué de GL(p, K), appelé groupe spécial linéaire
ou groupe unimodulaire ; on le note SL(p, K).

La démonstration est immédiate.

Voici encore un résultat important pour les applications.

10.3.3.4. Théorème

Le déterminant de la transposée d'une matrice est égal au déterminant de
cette matrice.

Démonstration. Soit A = (a.^unematricecaréed'ordrep.Posons'A = (í>¿¿);
on a bij = aji.

Nous avons par définition :

dé t (M)= ] T e(<r)^(i),i ». 6<,(p),p = J2 e(<r)a1¡tr(l)...apMp).
<T£Sr

Si on pose, pour tout j e {1, •••,?}, i = <r(j), alors a ; „(_,) = a«,-^,-), et
e(<r-1) = e(cr).

Mais puisque l'application a i—> a~l est une bijection de Sp sur lui-même,
on peut écrire, en posant r = a- 1 ,

dét(*A) =

K(1),1 - ar(p),P =

10.3.3.5. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme
d e E . O n ' )
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Ceci résulte du Théorème 10.3.3.4 en considérant les matrices de u et de iu.

10.3.3.6. Remarque

Le théorème 10.3.3.4 montre que le déterminant des vecteurs colonnes d'une
matrice A est égal au déterminant des vecteurs lignes de A. Il en résulte que toute
propriété démontrée pour les colonnes d'un déterminant est également valable
pour les lignes de ce déterminant. Nous parlerons de rangées pour désigner les
lignes ou les colonnes d'un déterminant.

Voici maintenant quelques propriétés qui découlent du fait que le déterminant
est une forme p-linéaire alternée.

10.3.3.7. Théorème

Soit A une matrice carrée d'ordre p.

a) Si deux rangées parallèles de A sont identiques ou proportionnelles, on a
àét(A) = 0.

b) Si V on échange deux rangées parallèles de A, le déterminant de A change de
signe ; plus généralement, si l'on fait subir aux rangées de A une permutation
<T, le déterminant de A est multiplié par e(er).

c) Si l'on multiplie par le même scalaire A tous les éléments d'une rangée de A,
le déterminant de A est multiplié par A.

d) dét(^4) ne change pas si l'on ajoute à l'une de ses rangées une combinaison
linéaire des autres rangées parallèles.

e) dét(j4) = 0 si et seulement si les vecteurs colonnes (resp. les vecteurs lignes)
de A sont linéairement dépendants.

10.3.3.8. Théorème

Soient E un K-espace vectoriel de dimension pet B = (e\,...,ep) une base
deE.

a) Soient x\,...,xp des vecteurs de E. Notons a\j, ai¡;,..., apj les coordonnées
du vecteur x¡ par rapport à la base Bet Ala matrice (a, ;) de type (p, p). On a
d é ( ) d é ( ^ )

b) Soient u endomorphisme de E et M(u) sa matrice par rapport à la base B.
On a dét(u) = dét (M(u)).

Démonstration. L'assertion a) résulte immédiatement des formules (10.2.2.3)
et(10.3.3.1).
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b) On a d'après (10.3.2.3) dét(w) = détB (it(ei), ...,u(ep)) et d'après a) ce
déterminant n'est autre que le déterminant de la matrice associée à u relativement
à la base B.

Nous disposons, grâce à ce théorème, d'un moyen pour calculer effectivement
le déterminant d'un endomorphisme.

10.3.4. CALCULS DES DÉTERMINANTS

Nous allons, dans ce numéro, apprendre à développer un déterminant suivant
une colonne ou une ligne. Mais auparavant, nous allons établir les formules qui
donnent le développement des déterminants de certaines matrices remarquables.

10.3.4.1. Théorème

Soit M une matrice carrée d'ordre p de la forme :

I A : B \

M = p-r

r p — r

où A e Mr(K), B e MriP-r(K), C e Mp-r(K) et où 0 est la matrice nulle
de type (p — r, r). Alors

(10.3.4.1) dét(Af ) = dét(^l) dét(C).

Démonstrations. Soient B = (ei,..., ep) la base canonique de Kp, E le sous-
espace vectoriel, de Kp engendré par B' = (ci, ...,cr) et F le sous-espace
vectoriel de Kp engendré par B" = (er+i,..., ep). Notons u l'ensomorphisme
de Kp admettant M pour matrice par rapport à la base B, v l'endomorphisme
de E dont la matrice par rapport à la base B' est A et enfin w l'endomorphisme
de F canoniquement associé à C.

Par définition du déterminant d'une matrice, on a

On a évidemment

u(ei) =v(ei) , . . . ,u(eP) = v(er),

d'où
dét(M) = déte (w(ei),..., v(er), w(e r+1),..., u(ep))
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II est clair que l'application / : Er —• K définie par

xr) = détB (xi,...,xr,u(er+i),...,

est une forme r-linéaire alternée sur E. Par définition même du déterminant de
l'endomorphisme v, nous avons :

d'où puisque dét(v) = dét(yl),

dét(M) = dét(A) détB (ei, ...,er, u(er+1), ...,ti(cp)) .

Or
w(er+i) = zr+i +w(er+i),...,u(ep) = zp + w(ep)

où les vecteurs zT+\ ,...,zp sont dans E ; donc

déte (e i , . . . , e r ,u (e , . + i ) , . . . , t i (ep) ) =

détB (ei , . . . ,e r ,2 r + i + w(er+i),..., zp + w(ep)) .

Ce dernier déterminant ne change si l'on retranche du vecteur colonne
d'indice k (r + 1 < k < p), le vecteur zk qui est une combinaison linéaire
deei,e2, ...,er. D'où

détB(ei,...,er,w(er+i),...,«(ep)) =

détg (ei,..., er, u;(er+i),..., w(ep)) .

En introduisant l'application h : Fp~r —> K définie par:

h (xr+i,---,Xp) = detß(ei,...,er,xr+i,...,arp),

et en utilisant un raisonnement analogue au précédent, on voit que

détB (ei,...,er,«;(er+i),...,u;(ep)) =

dét(w) détB(ei,..., er, er+i,..., ep) = dét(w)

puisque detß (ei,..., ep) = 1. Comme dét(u>) = dét(C), on obtient finalement

dét(M) = dét(A) dét(C).

10.3.4.2. Corollaire

Soit A une matrice carrée de la forme

An An ... Aip \

0 An ... A2p

A =

\ 0 0 A
pp
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où les matrices Au sont des matrices carrées et où les matrices Aij telles que
i > j sont nulles. Alors

(10.3.4.2) dét(^) = dé t (¿n) áét(A22) ... dét(App).

En particulier, si

A=

est une matrice diagonale de matrices carrées, on a

(10.3.4.3) d&l(A) = dét(Ai) dét(A2) ... dét(Ap).

La formule (10.3.4.2) découle du Théorème 10.3.4.1 en raisonnant par ré-
currence sur le nombre p de blocs diagonaux. La formule (10.3.4.3) s'en déduit
aisément.

10.3.4.3. Corollaire

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments
diagonaux. En particulier, le déterminant d'une matrice diagonale est égal au
produit des éléments diagonaux.

Il s'agit là de deux cas particulier de ceux traités dans le Corollaire 10.3.4.2.

10.3.4.4. Définition

Soit A = (Aij) une matrice carrée d'ordre p. On appelle mineur relatif à
l'élément a,¿, le déterminant de la matrice carrée A^, d'ordre p — 1, déduite
de A en supprimant la i™16 ligne et la j i m e colonne de A.

Le scalaire A,j = (—1)'+J dét(Aij) s'appelle le cofacteur de a^.

10.3.4.5. Théorème

Soient A = (a¡j ) une matrice carrée d'ordre p > 1 et Aij le cofacteur de a^.
Alors quels que soient les entiers i et j dans {1,..., p}, on a

(10.3.4.4) dét(,4) =

et

(10.3.4.5)

La formule (10.3.4.4) s'appelle le développement de dét(^) suivant la
¿eme c o i o n n e de A ; la formule (10.3.4.5) s'appelle le développement de dét(vl)
suivant la ième ligne de A
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Démonstrations. Nous allons démontrer la formule (10.3.4.4) Comme
dét(M) = dét(^), on en déduit la formule (10.3.4.5).

Soit B = (ei,..., ep) la base canonique de Kp ; désignons par xi,. . . , xp les
vecteurs colonnes de A. On a :

p

E l < • <

¿=i

et par définition

Comme déte est une forme p-linéaire alternée, on a

dét(A) = ( - í y ^

1=1

¿=i

où J4¿;- est la matrice ayant pour vecteurs colonnes

Dans la matrice A'^, amenons la ligne de rang z à la première place en l'échan-
geant successivement avec les i — 1 premières lignes ; il y a i — 1 transpositions,
d'où

où la matrice B¿¿ est de la forme

(

Aij étant la matrice déduite de A en supprimant la i4"16 ligne et la j""1" colonne
de A

D'après le Théorème 10.3.4.1 et le fait que dét(l) = 1, on a

D'où

p p

¿=i ¿=i

p p
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10.3.4.6. Remarque

Les formules (10.3.4.4) et (10.3.4.5) ramènent le calcul d'un déterminant
d'ordre n au calcul d'un déterminant d'ordre n — 1 donc, par itérations suc-
cessives, au calcul des déterminants d'ordre 3 et 2. Mais les calculs devenant
assez pénibles lorsque l'ordre du déterminant est élevé, on a toujours intérêt,
avant de développer un déterminant, à faire apparaître des zéros en ajoutant à
une ligne (ou une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (ou des
autres colonnes).

10.3.4.7. Exemples

Le développement suivant la première colonne du déterminant

D =
021 022

donne
D = — O21Û12.

De même le développement suivant la première colonne du déterminant

a b c

a' b'

a" b"

donne

d

c"

D = a
b'

b"

c'

c"
-a'

b

b"

c

c"
+ a"

b

b'

c

c'

= a(b'c" - b"c') - a'(bc" - b"c) + a"(bc' - b'c)

= ab'c" - ab"c' - a'bc" + a'b"c + a"bc' - a"b'c.

On dispose d'un moyen mnémotechnique - la règle de Sarrus - pour re-
trouver ce développement. On écrit

b

b'

b" c"

b

b'

b"

- Les éléments dont le produit doit être affecté du signe + sont ceux qui sont
situés sur des «parallèles à la diagonale principale» (traits continus), et ceux
dont le produit doit être affecté du signe - sont situés sur des «parallèles à la
diagonale non principale» (traits pointillés).

- Le déterminant est égal à la somme de ces six termes.
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10.3.4.8. Exemple

Soit (ai,..., oc„) une suite de n éléments de K (n > 2. On appelle déter-
minant de VANDERMONDE associé à la suite (ocj,..., oc„) le scalaire

V(oci,...,a„) =

OC?

1 OC2 OC?

OC

oc
n - 1

oc.
n - 1

n 0C„ . . . OC""1

On suppose évidemment que les oc,- sont distincts deux à deux car sinon le
déterminant est nul.

V(oci,..., oc„) est un polynôme en oq, de degré n — 1, dont les zéros sont
oc2,oc3, ...,ocn, comme on le voit facilement en remplaçant dans V, oq par
OC2, OC3,..., oc„. Donc il existe un scalaire A non nul tel que :

V(oci,...,ocn) = A(oc2 - oci)(oc3 - « i ) ...(ocn - oc i ) .

En égalant les coefficients de oc""1 dans les deux membres de cette dernières
égalité, on obtient

où D est le mineur relatif à oc""1 dans V(oci,..., ocn). D est le déterminant de
Vandermonde associé à la suite («2, • • •, ocn). Donc

V(oci,...,a„) = V(oc2, ...,«„) !_[(«,• - oci).
i=2

Par récurrence, on en déduit

[,..., OCn) = (oc;- - oc,).
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