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Avant-Propos

Ce livre d’analyse est le pendant naturel du livre du Professeur Saliou
ToURE édité chez EDICEF, et consacré au cours d’Algébre du 1°' cycle
universitaire.

Cependant, le programme d’Analyse du premier cycle étant grosso
modo le double de celui d’Algebre. le présent ouvrage ne couvre que
le cours de premiére année et un peu au dela, afin de présenter aux
étudiants un ouvrage abordable et peu volumineux.

Ce livre s’adresse, par ses différents niveaux de lecture, aussi bien
aux étudiants de premier cycle, en sciences exactes ou en sciences expé-
rimentales, qu’aux étudiants des classes de Mathématiques Supérieures.

Avec ses volets consacrés successivement au cours, aux exercices et
aux problémes de synthése, nous espérons faire de cet ouvrage un outil
de travail assez complet, principalement pour les étudiants d’Universités
africaines qui manquent souvent de livres de cours et d’exercices.

Le contenu du volume couvre largement le programme de premiére
année du premier cycle, avec des compléments importants sur la conti-
nuité et la convergence uniforme, les fonctions implicites, les fonctions
de plusieurs variables et les propriétés métriques des arcs de courbes.
En outre chaque chapitre se termine sur une rubrique « a retenir » qui
regroupe, sous forme de réumé, les principaux résultats qu’il faut effec-
tivement retenir avant de passer au chapitre suivant.

Le choix des exercices couvre plusieurs objectifs:

x

— aider le lecteur & évaluer ses connaissances et a les mettre en
ceuvre,

— établir des résultats nouveaux qui complétent le cours,

— appliquer les concepts mathématiques étudiés, a la physique, la
chimie, la mécanique, etc.

Les problémes de synthése, présentés a la fin des chapitres, permettront
aux lecteurs de tester ’ensemble de leurs connaissances en vue des exa-
mens.

Enfin. nous avons ajouté un index historique qui regroupe succinc-
tement les biographies des différents mathématiciens, dont les noms ap-
paraissent dans cet ouvrage. Nous pensons en effet que ’histoire des
mathématiques ne peut qu’enrichir et « humaniser » les concepts mathé-
matiques abordés par les étudiants. On pourra, dans un premier ter
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reporter la lecture du chapitre 1 essentiellement consacré aux fonde-
ments, et aborder directement le chapitre 2.

Les commentaires, critiques et suggestions éventuelles de la part de
nos lecteurs seront les bienvenus.

Nous remercions Mademoiselle Ndeye CoDoU NDIAYE qui a réalisé
la saisie du texte.

Les auteurs
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Chapitre 1 : THEORIE
ELEMENTAIRE
DES ENSEMBLES
CONSTRUCTION
DE R

1.1. Eléments de la théorie

des ensembles
ENSEMBLE ET APPARTENANCE
1.1.1. Définition

On appelle ensemble une collection d'objets : ces objets sont les élé-
ments de Pensemble.

1.1.2. Exemples

1) Les entiers 0,1,2.3,4.--- forment un ensemble appelé I'ensemble
des entiers naturels et noté I'l.

2) Les entiers ---—4,-3,-2,-1,---1,2.3.4, -- - forment I'ensemble
des entiers rationnels que 1'on note Z.

3) On désigne par C I'ensemble des nombres rationnels —%. -2, —1.
—11—8. 0.1. 4.%

Soit E un ensemble. Pour dire qu'un objet z est un élément de E, on
écrit » € F et on lit « » appartient & E », et pour dire que x n’est pas
un objet de E on écrit * ¢ E et on lit « x n'appartient pas & E ».

Un ensemble est vide sl n'a aucun élément; l'ensemble vide est
noté .

Inclusion — Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus
dans F et on note £ C F ou F D E si tout élément de E est élément
de F. On dira alors que E est un sous-ensemble de F ou que E est une
partie de F.

E=FstECFetFCE.
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OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES ENSEMBLES

Intersection — Soient E et F deux ensembles. Leur intersection
est 'ensemble des éléments qui appartiennent simultanément a E et a
L1 cet ensemble se note ENF.Si ENFE = @ on dit que £ et F sont
disjoints.

Réunion — La réunion des ensembles E et F est 1'ensemble des
éléments qui appartiennent & F ou a F: cet ensemble se note E'U F.

Complémentaire — Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle
complémentaire de 4 par rapport & E. |'ensemble des éléments de E qui
n'appartiennent pas & A: on note cet ensemble CgpA.

Propriétés des opérations élémentaires
Proposition
Soilent A. B et C trois parties d'un méme ensemble E. Alors:
HANB=BNA
2)AUB=BUA4
N(ANB)NC=4n(BNC)
H(AHAUB)UC=4AU(BU()
NAN(BUC)=(ANB)U(BN(C)
6) AU(BNC)={AUB)N(4UC)
NCe(ANB)=CpAUCeR
8) Ce(AUB)=CgANCgB

Démonstration

1)r e AN Bsietseulementsiv € det x € B.doncr € ANBsiet
seulement s1 x € B et x € . c'est-a-dire si et seulement si x € BN A.

Nre€ AUBsiet seulementsir € A ourxr € B. doncr & AU B sl
et seulement sixr € B ou x € A. ce qui revient a dire que r € AUB s1
et seulement si r € BU A.

Nere(ANB)NC siet seulement st x € AN Betxr e C.cequi
équivaut ar € Hetr € Bet r € (.

Demémeas € AN (BNC)sietsenlementsir € detr € BN(C et
cela équivaut ar € detre Betz e C.

Hre(AUB)UC siet seulement sir € AU B ou » € (. donc si et
seulement siz € Aouxr € Bouxr € (. Dautre part £t € 4U(BUC) si
et seulement sizr € Aour€e Boure (.

e AN(BUC) si et seulement si r € 4 et » € BUC. Ainsi
reAN(BNC)siet seulementsi(r € detre€ Blou(re detre()
ce qui équivautdar € ANBouxre ANC.

6) e € AU(BNC) équivaut a x € A ou x € (BNC) et cette derniére
relation équivaut a (r € AUBetz € AUC).
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rZCeAUCEB equnaut ar g Cepdet g CpB. Autrement dit
r ¢C54UCEB équivaut a:r € detx € B. Donc e € CeAUCgB si
et seulement si v € Cg(4 N B).

8) Posons 4’ = Cpdet B =CgB. On a. daprés 7). Cg(A' N B') =
CeAUCeB' ' Dou: A NB =Ceg(4AUB).

1.2. Construction de ’ensemble
des nombres réels R

1.2.1. Définition

On dit qu'une suite (r,),e:; d éléments de . converge vers un élément
a de _ si pour tout = € et = > 0. 1] existe ny € I tel que l'inégalité
n > ng entraine |z, —a| < =.

DEFINITION

Une suite (x,)ner; d'éléments de 7 est dite de Cauchy si. quel que
soit ¢ € et £ > 0.1l existe np € 17 tel que les inégalités p > ny et
Ip

g > ng entrainent |z, — 4| < =.

1.2.2. Proposition

Toute suite (r,) d'éléments de . convergeant dans _ est de Cauchy.

Démonstration — Supposons que (x,) converge vers a € _ et soit £ > 0.
(z € ). Ll existe ng tel que l'inégalité n > ng entraine |r, —a| < 5. Soit
p. g € 11tels que p > ng et ¢ > ng. Alors

o

[Ip—rqlgl.rp—a|+|rq—a|<§+§:

1.2.3. Proposition

Toute suite de Cauchy d’éléments de 7 est bornée.

Démonsiration — Soit (&, )ner une suite de Cauchy. (r, € 7). 1l existe
ng € I tel que pour tout n € I7. l'inégalité n > ng entraine |z, —r,,| < 1.

On a donc. pour n > ng. tp, — 1 < 2p < xp, + 1.

Posons M = Max[{z, / n <no}U{zn, + 1} et m=Min[{z, / n<
no} U {xn, — 1}]

On a alors m < r, < M pour tout n €I

1.2.4. Proposition

Soient (r,) et (yn) deux suites & éléments dans 3. Si (r,) converge
vers 0 et si (y,) est bornée, alors la suite (z,,y,) converge vers 0.
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Démonstration — Soit M € Jret M > 0, tel que |yn| < M pour tout

n € M. Etant donné € > 0 et ¢ € J. il existe ng € 7 tel que I'inégalité
n > ng entraine ——. Donc pour tout n > ng,on a |rpy,| < ]\7%

M<e.

1.2.5. Proposition

Si les suites (z,) et (yn) d'éléments de 7} sont de Cauchy, alors les
suites (2, + yn). (€n — Yn) €t (z,yn) sont de Cauchy.

Démonstration — Soit M € Q tel que |z,] < Mo et |y.| < Mo pour
tout n € M. Le nombre ¢ € ’Q( 0) étant donné, il existe des entiers
naturels ng et ny tels que pour p. g € N les inégalités p > ng et ¢ > nyg
entrafnent |.L‘p Tq| < 53777 et les inégalités p > ny et ¢ > n) entrainent

lvp — Y| < 33753

Posons ns = Max(ng. n;) et soient p, ¢ € I'tels que p > naet ¢ > n».
On a alors

Qe
[(zp + yp) = (2g + yg)| < |ep — gl +1Yp — Yol < 55— M 12 <z
2¢
[(xp = yp) = (g — Yg)l < [2p — x| + [Yp — Ygl < oM +2 <
(2M)e

leptp — Lq¥ql < |Zpllyp ~ ¥l + lygl ,'l’p — 24| < M + 2 <¢g

1.2.6. Proposition

Soit (2, )nen une suite de Cauchy d'eléments de T. On suppose que
(zn)nen ne tend pas vers 0. Alors il existe a > 0 et ng € N tels que VYn.

: . . 1
I'inégalité n > ng entraine |z | > a. De plus la suite (—) est de
Tn n>no
Cauchy.

Démonstration — On va raisonner par l'absurde en supposant que Va >
0,Vn € N, 3m > n tel que |rn| < a. Soit a > 0. La suite (z,)per
étant de Cauchy, il existe ng tel que n > np et m > mg entrainent
[2m — 2n] < /2.

Maintenant par P’hypothése, il existe n; > ng tel que |z,,]| < a/2.
n > no entraine alors |z,| < |zn — 25, |+ |20,] < @/2+a/2 = a. @
étant quelconque, ceci signifie que la suite (2,)ner tend vers 0. D'ou la
contradiction.

— Soient p et g deux entiers naturels tels que p > ng et ¢ > ng. On
1 Ly ey — .z‘q[
LIp g |zpzq|

. . 1 .
de Cauchy, il en résulte que la suite (—) est aussi de Cauchy.

n>ng

|;rp Iq|, et comme la suite (£ )n>n, est

Posons % 1'ensemble des suites de Cauchy de nombres rationnels. Il
résulte de la proposition 1.2.5. que % est un anneau commutatif pour
P’addition et la multiplication définies comme suit :
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(Zn) + (Yn) = (Tn + ¥n), (zn) - (Yn) = (TaYn).

Il est clair que la suite stationnaire (z,) ol &, = 1 pour tout n € N
est élément unité de cet anneau. Posons %, l’ensemble des suites de
nombres rationnels convergeant vers 0. €, est un idéal de € d’aprés la
proposition 1.2.4.

1.2.7. Proposition

%o est un idéal maximal de ’anneau %

Démonstration — Soit (z,) une suite de Cauchy ne convergeant pas
vers 0. D’aprés la proposition 1.2.6, on peut supposer que &, # 0 pour

. o, . 1
tout n € N, et il résulte alors de la méme proposition que la suite -)
T/,

. . . 1 . .
est de Cauchy et il est clair que le produit (z,) (——) est 1'élément unité
Ln

de €. Comme % est un idéal maximal de €, donc ’anneau-quotient /%o
est un corps comrnutatif.

DEFINITION

Le corps commutatif /%, est appelé droite numeérique et désigné
par R. Ses éléments sont appelés nombres réels.

On peut constater facilement que 'application ¢, qui consiste & as-
socier & chaque nombre rationnel ¢ la suite stationnaire (z,) ou z, = ¢
pour tout n € I, est un homomorphisme injectif de 'anneau @ dans
I’'anneau % de plus si g et ¢’ sont des éléments de Q tels que ¢ # ¢’, alors
la suite (de Cauchy) ¢(q) —¢(q’') = (zn) ot &, = ¢—¢’ pour tout n € N,
ne converge pas vers 0. Donc si ’on pose p la surjection canonique de €
sur R ’application ¢ = p o ¢ est un homomorphisme injectif du corps Q
dans le corps R. Le morphisme i permet d’identifier la classe modulo %,
des suites de Cauchy convergeant vers ¢ au nombre rationnel ¢, et par
la suite, de considérer @ comme sous-corps de R.

1.2.8. Proposition

L’inclusion @ C R est stricte.

Démonstration — Considérons la suite de nombres rationnels (z,)n>0,
. 1 1 1 -
oz, =1+5+5+ -+

n'

— 1 1 1
Pourp>qona:cp—1'q_W+W...+E_Or
R ORI 5 QU N § P . S
(¢+1)! " (¢+2)! P~ (g+1)! g+1 " (1+q)2

T
(1+qpa-td



12 Théorie élémentaire des ensembles

1 1 1
1+ + -+
(+1L g+1 (149
. 1 P 11
(I+gr-atd " (g+ 1)t L qq
g+1

1 .
done |ry, — zgl < — pour p > ¢ > n > 1 ce qui prouve que r = (Iy)

est une suite de Cauchy c’est-a-dire un élément de 4. Montrons que le
nombre réel T qui est la classe de (2,) modulo %, n'appartient pas .
Autrement dit que (x,) ne converge pas vers un élément de .

Supposons le contraire et solent s € [1" et t € 17" tels que lim », =
n—=+40o

s .. . 1 . .
. De l'inégalité 0 < x, — x4 < — pourp>gq > 1, on déduit, en faisant
q9-

. e e, s 1
tendre p vers l'infini. I'inégalité suivante: (1) 0 < i rg < —. car la
qq:
suite (r,) étant strictement croissante. on a z,, < lim r, = - pour
n—+ t

tout m € I7.

S 212 - . .
On prend ¢ > t. comme — — &, est un élément de Z . on peut écrire
t ¢ =

d 1 1 1
f—rg = %.oﬁde:.(l)s“écrit donc 0 < = < —'.d’oﬂ0<d§ - < 3

Ce qui est impossible. Donc le nombre e de Z.. classe modulo %, de la
suite r, = 1+ %—1» et nL n appartient pas 7, on dit que e est irrationnel.

1.3. Relation d’ordre dans R

Nous allons munir ¥ d une relation d’ordre compatible avec sa struc-
ture de corps et qui prolonge l'ordre naturel de 2.

Soit (z,) un élément de %. On dit (x,) est strictement positif s'il
existe 3 € ., 3 > 0 et s'1l existe ng € I¥ tels que l'inégalité n > ng
implique &, > &. On dit que (x,) est strictement négatif si (—z,) est
strictement positif. On note %7 I'ensemble des éléments strictement po-
sitifs de € et €~ 1'ensemble des éléments négatifs de %

1.3.1. Proposition

%.. €~ et €, forment une partition de %.

Démonstration — Soit (z,) € €. On a l'équivalence (x,) € 6 —

lim x, =0, donc
n—-+os0

%:_ﬂcf():%‘:ﬂcgo:w

Supposons qu'il existe (x,) € €7 N%_. Alors il existe ng € T1. 3,9 €
. 3 > 0.4 > 0 tels que pour n > ng on ait: —4 > x, > 3. ce qui est
impossible, donc € NE€- # 0.
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Soit (2n) € B tel que (r,) € €L NE_. Alors

(Va > 0),(a € I)(Yn €IN)(Tmy > n)(TIma > n)(zpm, <aet —a < Ipy,).

Soit £ > 0(s € ). Comme (z,) est de Cauchy. il existe ng € IV tel

que les inégalités n > ng et ¢ > ng entrainent rg — % <rp<zrg+ %
Solent my > ng et ma > ng tels que rpy,, < 5 et —% < Ipm, Ona
alors : . -
xn<£m1+§§s et —sgtm,—§<xn,

donec pour n > npon a: —s < r, <E€.
Il en résulte que lim &z, = 0 c’est-a-dire (z,) € %y. D'ou ¥ =
n—+oc
L UG- U%. Onnote 6, =6, U% et €_ =%F_ U%.

1.3.2. Proposition

Sir=(rp)€E€ et y=(yn) €E¥+. alorsr+y €€ et xy €%y

Démonstration — Si o € 6p et y € 6y, alors r +y € Gy et xy € % car

1 = N i =0.
i (et = Jim st fim o =0

Siz €€l et ye €y, alorsilexiste 3> 0, 3€ Jet n; €111l existe
7> 0.4 € L et ny €N tels que pour n > sup (ny, ny) on ait z, > 3 et
Yn > 7. Donc, pour n > sup (ny.na)on a: rn+y, > 5+4 et 2yn > 37,
Ce qui entraine x + y € €4 et ry € €+.

Sire€%etyeE,. alorsilexiste 3> 0.3 € J.et il existe ng € N
tels que l'inégalité n > ng entraine y, > J: comme lir_}} z, = 0,1l
n—++o

. . 3 ‘
existe n; € M tel que l'inégalité n > ny entraine ~5 < r, < g Donc

3
pour n > sup (ng,n1) on a: Tn + Yn >—§+J:§_

Dot xr+y € %;. Dautre part ona lim z,y, = 0. Dol zy € 5.
n—+4oc

1.3.3. Proposition

Sotent * = (x,) et y = (yn) deux éléments de €. Si r et y sont
équivalentes modulo € et x € €, alors y € €.

Démonsiration — y—x € 6o C 64 et £ € €4 impliquent y = (y—z)+r €
Cy.

REMARQUE

Il résulte de la proposition 1.3.2 que si r € %+ et si y est un élément
de la classe 7 de z dans K, alors y € €}. On dit que le nombre réel T

est strictement positif. On peut vérifier que si 2’ € €~ et y € ¢/, alors
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Y € €, on dit que z’ est un nombre réel strictement négatif. Il est clair
que si ¢ € %y, alors T = 0 est le nombre réel non nul. On note:

R} = % /% l'ensemble des réels strictement positifs.
R* = €~ /%, 'ensemble des réels strictement négatifs.

Ry = %4 /% Vensemble des réels positifs.
B_ = ¥_ /%o U'ensemble des réels négatifs.
Ona:R=RyUR_ et Ry NR_ = {0}.

1.3.4. Proposition

La relation < définie sur R par: ¢ <y <= y— o € B, est une
relation d’ordre total compatible avec la structure de corps de R qui
prolonge 'ordre naturel de Q.

Démonstration — Soitz € Ret ye Rtelsquey—zr € Pret z—y € Ry

Onaalorsy—z=—(z—y) €X_,doncy—z € B, NP_. Ce qui
entraine y — z = 0, donc z = y.

Sotent r e R,y P et :€Rtelsquey—z€Ry et z—y € Ry,

Alors 2 —z = (z—-y)—(y—2) € By. Soit z € PR et y € R. On
ay—cz€RpLouz—y € R_, ce qui entraine y < z ou z < y. Si z.
z', y et y' sont des réels tels que y — 2z € Ry ou ¢ — 2’ € Ry. alors
(w+y)-(@+2)=(y—2)+{y -2') € Ry

Si x et ' sont deux réels tels que x € Ry et 2’ € By, alors 2z’ € B
De plus il est clair que si a et b sont deux éléments de Q tels que a <&
dans Q, alors a < b dans R.

1.3.5. Proposition

La valeur absolue d’un nombre réel a est le nombre réel positif |a| =
Sup (a, —a).

Soient a, b € R, on vérifie les propriétés suivantes :
1) —|a| £ a <

2) |- a| = a|
3) la+b] < la] + Ib|
4) |ab| = [al o

5)la|=0 <= a=0

1.4. Densité de Q dans R
Axiome d’Archiméde

1.4.1. Théoréme (Axiome d’Archiméde)

Pour tout réel a, il existe un entier m tel que m > a.
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Démonstration — Soit (rp) un élément de % représentant a. La suite
(r,) étant bornée dans Q, il existe M = 4 eERet M >0(peet

q
g €1T) tel que glz,| < M pour tout n € N. Comme (M —z,), est une
suite de rationnels positifs ou nuls. sa classe & savoir .M — a est positif

ou nul dans X. On a donc ? > a,doup>a,car p> P En prenant
q q

m=p+l.onam>a.

Corollaire 1 — Pour tout nombre réels a, b avec a > 0, il existe un

entier p tel que pa > b.

. . b
Démonstration — 1l existe un entier p tel que p > —. donc pa > b.
a

Corollaire 2 — Pour tout réel ¢ > 0. il existe un rationnel a > 0 tel
que 0 < a <e.

Démonstration — Il existe p € N* tel que ps > 1. donc, en posant a =

3 [

1
onal<-<es.
P

1.4.2. Proposition

Pour tout nombre réel r et pour tout réel ¢ > 0, il existe un entier p
unique satisfaisant &:

pelr<(p+1)e

Démonstration — Il résulte du corollaire 1 du théoréme 1.4.1 qu’il existe
un entier n tel que nz > |z|. soit —nz < x < nz. L’ensemble B = {m €&
=/ me <} est donc non vide. car —n € B, et est majoré par n. Soit p
le plus grand élément de B. On a pe < x < (p+ 1). Soit p’ autre entier
vérifiant p'se < x < (p'+1)c. On a alors les inégalités: p'z <2 < (p+1)¢
et p¢ < x < (p' + l)e qui entrainent les inégalités p’ < pet p < p', dou
p=r.

1.4.3. Définition

Soit & € R. On appelle partie entiére de r 1'unique entier p € Z tel
que p < r < p+ 1. On note

p=E(z) ou p=I[z].

1.4.4. Proposition (Théoréme de densité de Q dans R)

Soient r et y deux nombres réels tels que r < y, il existe r € J tel
quer <r<y.

Démonstration — Soit ¢ € 11~ tel que ¢(y — z) > 1 et soit p I'unique

. o 1
entier satisfaisant: p- — < x < (p+1)-—-. On a alors
q

| =
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1
> Pt
g

1
1'<p+

: 1
et q <y— s) > 1. ce qui entraine r < P2 ety
q
ptl
.

Corollaire — 1l existe entre deux réels distincts une infinité de nombres
rationnels.

doux < E:—l < y. Il suffit de prendre r =

1.4.5. Proposition

Entre deux rationnels distincts il existe un irrationnel.

Démonstration — Solent r et y deux rationnels. < y. et soit s un
nombre irrationnel strictement positif (par exemple s = e). Il existe un
entier ¢ € I3~ tel que ¢(y — ) > s. On a alors

s s . .
r<r+-<y etr+4 — estirrationnel.
q 9

1.4.6. Définition

On dit qu'une partie A de = est dense dans = si entre deux éléments
distincts quelconques dans X, il existe un élément de A. Ainsi G et Cz7
sont denses dans =.



Chapitre 2 : LIMITE ET
CONTINUITE

Introduction

Le concept fondamental de 1'analyse est le concept d approximation :
soit £ un nombre réel strictement positif. On dit que le réel r est une
approximation de rq & £ prés si |r — ro| < 2. Si = est assez petit (selon la
précision souhaitée). on dira alors que x est voisin de 2y et on notera x ~
ro. Pour obtenir des énoncés mathématiques. il faut toujours indiquer a
quelle précision un nombre est voisin d'un autre. De méme on dira qu'un
sous ensemble S de = est arbitrairement voisin d'un réel xq. si pour tout
¢ > 01l existe x € S. qui approxime ry & £ pres.

Soit une fonction réelle de la variable réelle f : S — = ou S est un
sous-ensemble de = arbitrairement voisin de zy. Peut-on approcher le
nombre f(r) pour x € S et voisin de ro? La premiere idée est de dire
que si x ~ rq alors f(zx) ~ [ ot [ une constante réelle. Cela revient &
approcher la fonction f par une constante: ce qui conduit au concept
de limite de f au point xg. Si f est définie en zg et | = f(ro). on
a alors la notion de continuité de f en xo. Dans les autres chapitres
on cherchera & améliorer l'approximation de f par une fonction affine
(notion de dérivée). ou une fonction polynéme (développements limités).

La définition de la continuité. exprimée en termes de propriétés du
systéme des nombres réels. a été formulée pour la premiére fois par le
mathématicien frangais Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Sa défini-
tion. encore utilisée de nos jours. est plus facilement explicitée grace au
concept de limite que nous abordons d'abord dans la premiére partie de
ce chapaitre.

2.1. Sous-ensembles bornés de R
Intervalles de R

2.1.1. Définition

Un sous ensemble £ de = est dit majoré (respectivement minoré) s'il
existe un nombre réel A tel que:
Vee E.xr <A (resp. x > A)

A s’appelle un majorant (resp. un minorant) de E': E est dit borné s’il
est majoré et minoré.
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2.1.2, Définition

Soit E C =; une borne supérieure de E est un majorant M de E tel
que, pour tout majorant A de £, ona A > M.

De méme une borne inférieure de E est un minorant m de F' tel que.
a < m pour tout minorant a de E.

2.1.3. Remarque

Si E admet une borne supérieure A\ (resp une borne inférieure m).
alors M (resp m) est unique.

En effet, soit A’ une autre borne supérieure, comme Al est un ma-
jorant, M > Al’, comme A’ est un majorant. M’ > A dou M = A,

On démontre de la méme maniére l'unicité de m. On notera alors:
M =supE;m=1infE.

La définition 2.1.2 est équivalente & la définition suivante.

2.1.4. Définition

Soit E C R. M est la borne supérieure de E si et seulement si
HDvreFE <\

nyVve>0,dx € E.x > M —=.

De méme m est la borne inférieure de E si et seulement si:
WVYreE x>m

MVe>0,dre E.r <m+e.

2.1.5. Définition

Soit f: E C 2 — K une fonction. On dira que f est maJoree (resp.
minorée) sur E. si f(E ) est majoré (resp. minoré) dans =

La borne supérieure M (resp. la borne inférieure m) de f sur E est
la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de f(E). si elle existe.

Notation: M = sup f(x): m = inf f(x).
reE r€E

2.1.6. Exemples

1) L’ensemble des entiers positifs n'est pas majoré (proposition 2.1.8),
par contre il est minoré et 0 est sa borne inférieure.

2)E={r€R r>0etr?< 2} est bornée: 0 = infE, et /2 =
sup E. On remarque que la borne supérieure \/2 n’appartient pas a E.

3)E={1.}% ~....} est borné. 1 est la borne supérieure et 0
est la borne infér leure qm n apparnent pas a E.
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2.1.7. Propriété fondamentale

L’ensemble des nombres réels posséde une propriété fondamentale,
que ne vérifie pas I’ensemble des nombres rationnels, et qu’on admettra
dans la suite:

— tout sous-ensemble non vide de B majoré admet une borne supé-
rieure;

— tout sous-ensemble non vide de [k minoré admet une borne infé-
rieure.

Comme application de la propriété 2.1.7, on a la proposition suivante :

2.1.8. Proposition

L’ensemble 14 des entiers naturels n’est pas majoré dans R. En par-
ticulier s1 @ € R est tel que:

1
VYn € N7, 0<a< —, alorsa =0
n
Démonstration — Supposons qu’il existe un nombre réel b majorant I,

On aura b > n pour tout n € N. D'aprés 2.1.7, I admet une borne
supérieure M >0 commel > 0,ona M <M + 1.

Donc M —1 < M et M — 1 n’est pas un majorant ; donc il existe
ng€ENtelque M ~1<ng;dot M <1+ng. Commel+ng€ N;ona
la contradiction.

— Soit a € R tel que 0 < a < % pour tout n € N*; si a # 0, alors
n < % pour tout n € N*. Ce qui est impossible d'aprés ce qui précéde.

En particulier si a € B, est tel que pour tout ¢ > 0, a < ¢, alors
a = 0. Nous aurons & utiliser ce résultat & maintes reprises par la suite.

2.1.9. Définition

Un intervalle I de R est une partie de R ayant 1'une des formes
sulvantes :

[a,b) ={reR/a<z<b}; [a,b[={reR/a<r<b};
Ja,bj={zeR/a< e <b}; Jo,bl={reR/a<z<b};
|—,al={zeR/z<a}; |-x.a={zeR/z<a};
[a.+x[={r€R/zx > a}; Ja.+0[={rcRK/r>a}; R; 0.
Un intervalle peut étre caractérisé par une propriété locale comme le
montre ’énoncé suivant :
2.1.10. Proposition

Une partie I de R est un intervalle si et seulement si

VaeI,Ybel, a<b=[abCI. (1)
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Démonstration — Supposons I # (0. La condition (1) est évidemment
nécessaire d'aprés 2.1.9; elle est suffisante : en effet si J n’est ni majoré.
ni minoré, pour tout r & X, il existe a.b. € [ tels que a < r < b. donc
d'aprés (1) £ € I et I = =x. S1 ] est majoré et non minoré. soit b = sup I;
pour tout = < b il existe alors a.c € [, tels que a < & < ¢ < b. donc
z € I, et I ne peut étre que ] — >, b] ou ] — x, bl.

Par un raisonnement analogue on montre que si I est minoré et non
majoré I =la,+x[ou [a.+x[. ot a = inf /.

Si I est majoré et minoré le méme argument montre que I a l'une
des formes suivantes: [a, b]: Ja.b[: Ja.b]: [a.b[ avec @ = inf ], b =sup I.

2.1.11. Extrémités et points intérieurs d’un intervalle
2.1.11.1. Définition

Soit I un intervalle de 2. On appelle extrémités de I. infI et sup /.
quand ils existent.

Un point xo € [ est un point intérieur de I si et seulement si:

[
Ja > 0 tel que Jeg — a. 2o + «[C . On note [ l'ensemble des points

7]
intérieurs de /. On dira que [ est ouvert si et seulement si: / = [,

2.1.11.2. Propriétés

On établit facilement les propriétés suivantes:

1) Les extrémités de /. quand elles appartiennent & /. ne sont pas
des points intérieurs de I.

[ [

2) Soient [ et J deux intervalles de k. S1 1 C J. alors I C J.
¢
3) Si I est un intervalle de X, il en est de méme de 7.

o
4) I =1 — (les extrémités de I).

2.2. Limites
2.2.1. Définition

On appelle voisinage d’un point g de X de rayon a > 0. et on note
Vo(ro). I'intervalle ouvert centré en xg: Jrg — a,rp+ af.

2.2.2. Définition

Soit S un sous ensemble non vide de K et g € R. On dira que S est
arbitrairement voisin de xrg, et on notera S ~ zg. st pour tout £ > 0, 1l
existe r € S tel que |r ~ xo| < €.

En d’autres termes:
S~zg.&Va>0. S,=5nNV,(x0) #0.
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Sa s’appelle la trace dans S du voisinage 17, (o)

2.2.3. Remarques

1) S est arbitrairement voisin de chacun de ses points. Un point
r € S tel qu'il existe V, (). vérifiant 1, (2)N S = {r} s'appelle un point
isolé de S.

2) Si S~ xp. xy € X, tout sous ensemble S de S n'est pas nécessai-
rement arbitrairement voisin de rq. Par contre si S’ est la trace dans S
d’un voisinage de rg, alors S’ ~ rg.

2.2.4. Définition

Soient zg € k., S une partie de X arbitrairement voisine de rq. et
f S — 7 une application. Soit / € Z.. On dira que f{r) a pour limite !
quand & tend vers rg, en restant dans S. si et seulement si:

[ ViL(l).3Vs(z0) tel que £(SN Vi(zo)) C 1;(1)j

ou en faisant intervenir les rayons des voisinages :

{v5>o.35>0.(|x—x0| <betreS=|fx)=1<s)

(Ce qu’on notera par:

xli}yo flz) =1 ou f(z) -1 quand z — g
res

en omettant S, si le contexte ne laisse pas d’ambiguité a ce sujet.

2.2.5. Remarques

1) Dans la définition 2.2.4 1 (l) est en premier lieu spécifié: V5(xg)
pouvant alors dépendre de V7, (I).

2) La notion de limite de f en o dépend de I'ensemble S. Toutefois :

2.2.6. Proposition

Soit f: S CE — Z.5~ xg. Soit 5’ un sous-ensemble de S, tel que
S~ Friy) s

Ili}r?l) flz) =1 et ,lif}]o flz)=m
r€S res’

alors [ = m. En particulier si f admet une limite en zg, cette limite est
unique.

Démonsiration
. - ‘.l‘—.l‘()‘ < 4y 3
lim f(x) =0l=V=s>0, 30, >0: = |flz) =< =

b res 2
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de méme

Tr—ZTo e S/

- g
lim f(.r):m:>352>0:{[r Zol <& :>|f(:c)—m|<%.
I
res’

Soit § = inf(dy,d2). Si |x — zo| < 4, avec z € S’ alors
€ 3
U= m] < W= fle) + F(&) = m <l = F(&)| +1f(z) —m] < 5+ 5 =

ainsi |l — m| < ¢ pour tout € > 0. Donc |l — m| = 0 (Proposition 2.1.8)
et =m.
2.2.7. Proposition

Soit f:SCR—->X,z0€R,S~uxg
et Sq = SN)zg —a,zg +al.a > 0. Alors:

lim f(z) ={ & lim f(z) =1

=T

r€S €S
Démonstration
xl—i->nrlg f(z) =1 & VV(D).3Vs(x0), F (SN V(o)) C Ve(D).
T€S

Puisque Sy ~ 29, Sa N Vs(zg) # D et
F(SanVs(zo)) C F(SNVs(20)) S Ve(l)
d’ol xli}nrlo f(z) = {. Réciproquement on a,

r€Sys

lim f(z) =1 & VV.(1).3Vs, (z0), f (Sa N V5, (z0)) C Ve (0).

)
T€Sa

Soit &5 = inf(e,d1),
SN V(o) = Sa NVz(xo) C So N Vs, (z0)

et par suite
f(§NVEz(x0)) C Ve(l)
donc: rl_i}rgo fle) =1
res

2.2.8. Remarques et exemples

1) Pour chercher la limite de f(z) au point o, 2o € S et S ~ xg, on
pourra se restreindre 4 la trace S’ d’un voisinage de o sur S.

2) Si f(x) > | quand ¢ — 2o, ¢ € S, alors pour tout sous-ensemble
S' de S tel que S’ ~zgona: f(z) >l quandzc - z9, T €S
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La réciprogue n’est pas vrale en général. En effet soit la fonction

f : R — [ définie par:
1 sizel
f(x)’{o sizgd

alors pour tout ¢ € ¢, lim f(z) = 1. alors que lim f(xr) n’existe pas. En
€T €R

effet, on sait que tout intervalle ouvert non vide contient au moins un

nombre irrationnel; d'ou pour tout a > 0. f(RNV,) = f(V,) = {0.1}.

Poure = 1. f(Va(q)) ¢15.8[= Vi(1).Va > 0. D’ot lim f(z) n'existe
z€R
pas. car elle serait égale 4 1 d’aprés la proposition 2.2.6.

3) Soient: St = {x € S.z > 29}, S™ = {xr € S.x < z0}. Si
Il_iglo f(x) = I1 on dira que l; est la limite & droite de f(r) en zg. et
I€5+
on écrira: lim f(r) =1;.

e}
De méme si rl_iglg f(z) =1y, on dira que I, est la limite & gauche de
rT€ST
f(x) en xg et on écrira: lim f(z) =1l.
r=ry
Il_ig_lo f(z) existe & 1) et Iy existent et {3 = [5.

€S
4) Si f(z) = c pour tout x € R, im f(x) = ¢ pour tout zy de K.
r—rg
Si f(z) = & pour tout x € X, lim f(r) = &y pour tout zo de =.
r—Tg

&) I arrive en général que la limite & droite en rq soit différente de la
limite a4 gauche de rq, les deux limites étant elles-mémes différentes de
la valeur de la fonction en rg. Soit f : ] —1.1]> R telle que:

r+1. -1<r<0
fle)=<z—-1, O0<e<l1
0. r=0

On a:
lim f(z)=1; lim f(z)=-1; f(0) =0.
z—0- r—0+
6) Si lim flz) = (. alors il existe k > 0 et un voisinage V' (xg) de zg.

r€S

tels que: Ve € V(xzp) NS, |f(z)] < k.
On dira alors que f est bornée « au voisinage » de zyp.

En effet: pour ¢ = 1 il existe § > 0 tel que si |t — zo| < 6. 2 € S,
If(z) =1 <1don|f(z)] < || +1.

Cette remarque peut servir pour montrer qu’une fonction n’a pas de
limite en un point ; il suffit de montrer qu’elle n'est bornée dans aucun
voisinage de ce point. Ainsi la fonction f(z) = L n’a pas de limite en 0.

T r
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2.2.9. Limite en +2¢ et —x¢

Soit S C . contenant des nombres positifs aussi grands que l'on
veut. c’est-a-dire: pour tout A > 0. il existe £ € S tel que £ > 4. On
notera S ~ +x.

Soit f : S C = — =.0n veut définir la limite de f(x) quand r devient
trés grand en restant dans S (on écrira r — +. ¢ € 5). On suppose que

tous les éléments de S sont strictement positifs. Soit S; = {=. z € S}.
r
alors S ~ +2¢ entraine S; ~ 0.

Posons .X = L et g(X) = f (%) = f(r). lim g(.Y) = ! équivaut
i R X0

X €S,
Ve>0.30>0 (0< X<, XeES)=g(X)=-1 <=

ou encore en posant X = %

Ve > 0. 3-4:51_>0. (1‘>A.I€S):>[f(r)—1(:‘g(i)—l‘<5.
d'ou:

2.2.9.1. Définition

lim f(x) =1{si et seulement si:
X =4
TE€ES

Ve>0.34>0. e >AdetzeS = |fle)-1<e.

Remarque: On peut étendre la définition 2.2.9.1 & une fonction

FiSCEoZE.  S~+x.

méme si S contient des nombres négatifs ou nuls. En effet par un raison-
nement analogue a 2.2.7. en considérant S4 = [4.+x[NS. 4 > 0.0n
montrera facilement que:

1_1111 flo)=le l_{l)gc flz) =1 (1)
r€eS r€5 4

Autrement dit la limite de f(») quand r — +> ne dépend que des
valeurs de f(x) pour z assez grand. « € S.

De méme. soit S C F.posons §’ = {—z,r € S}. On dira que § ~ —x
sl et seulement si $’' ~ +x.
2.2.9.2. Définition
Soit f: 5C 2= 5~ —x.Posons X\ = —r et g(X}) = f(—2)
lim f(x)=1& )\_l_i}r}rloc g(X) =1

= =20
TES xes!

Par un méme raisonnement que dans 2.2.9.1 on obtient :
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2.2.9.3. Définition

lim f(r) =1. si et seulement si:
r—+—oc
r€s

pour tout £ > 0. il existe A > 0. tel que st x < —Ad et x € S, on a:
Flr)— 1] <.

2.2.9.4. Remarques

Les définitions 2.2.9.1 et 2.2.9.2 raménent la définition de limite
d'une fonction en +> ou —x, a celle d'une fonction en 0. Donc tous
les théorémes qui vont suivre sur les limites en ro € = seront valables
pour les limites en +>c ou —x. En particulier la proposition 2.2.6 et la
remarque 2.2.8, 6) s‘énoncent ainsi pour +> par exemple:

2.2.9.5. Proposition

Si ligrn f(x) = 1. alors [ est unique.
r€S

En outre. il existe k > 0 et A > 0. tels que s & > A. r € S. alors
|f(x)] < k. On dira alors que f est bornée au « voisinage » de +oc.

2.2.10. Limite d’une suite

Un cas important est celui ou S = NV~: Une application f : V™ —
= est appelée une suite. En posant f(n) = r,. une suite de nombres
réels sera alors notée par (ry.rs.r3. -+ .In.---) ou simplement (r,).
La notion de suite extraite d une autre suite jouera un role important
dans la suite.

2.2.10.1. Définition

Soit f : ™™ — = une suite de nombres réels: une suite extraite de f
est un suite f o2 17" = = ol » est application strictement croissante
de [T —» 11~

Notation: Si f(n) = r,. on notera (f o 2)(k) = r_ k) = &n,. OU
2(k) = ng.
2.2.10.2. Remarques

1) Si ¢ : I — 11" est strictement croissante alors p(n) > n pour
tout n.

Faisons un raisonnement par récurrence :
Pour n = 1. p(1) > 1: supposons ¢(n) > n. dans ce cas:
e+ l)>pn)>2n=>¢n+1)>n+1. Dol.Vrnel™ p(n) > n.

2) pour tout A € Z3. 1l existe ng € 1™ tel que ng > 4. D'aprés 2.2.9,
N ~ 4+ et on peut parler de limite d 'une suite quand n devient grand.
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2.2.10.3. Définition
Soit (x,) une suite de nombres réels définie par I’application f : I1* —

RR. On dira que la suite (z,) admet une limite ! quand n devient grand
et on écrira:

lim &z, =1, siet seulement si. lim f(n) =1L
n—+4o0 n-;-r!-_?c
ner

2.2.10.4. Remarque

Ainsi d’aprés 2.2.9.1. lim z, = sl et seulement si:
n—+2x

Ve>0,34>0:sin>Adonalz, -] <e.

Or il existe ng € N~ tel que ng > A: par suite sin > ng on a
|z, = 1] < =.

On peut alors remplacer A par ng. On a donc:

2.2.10.5. Définition

Soit (z,,) une suite de nombres réels

lim z, ={&Ve>0.3Ing €I tel que si n > ng. alors |z, — 1| < ¢

n—+oxc

2.2.10.6. Remarques

1) §i lim =z, = [, on dira que la suite (xr,) est convergente, de
n—-+oo

limitel

2) D’aprés 2.3.10.2, la définition de la limite d’une suite est ramenée
a celle d'une fonction en +>c. Toutes les propriétés énoncées pour les
limites de fonctions restent vraies pour les suites. On aura donc :

st lim x, =!. alors! est unique.
n—+4oc

En outre il existe k > 0, et ng > 0, tels que si n > ng, |x,| < k. Alnsi
une suite convergente est bornée.

. 1
3) Eremple : Montrons que lim — = 0 pour tout z. r # 0 fixé.
n—toc Nr

. o 1 .
Soit £ > 0: pour £ > 0, il existe ng € IT* tel que — < =z. Donc si
no

1 . 1 . .
n>mngona— < — <zretpar suite — < ¢. On fait un raisonnement
n = ng ne
analogue pour z < 0.

Les propositions qui suivent établissent les propriétés fondamentales
des limites pour les sommes. les produits. les quotients. les inégalités de
fonctions ainsi que pour les fonctions composées.



Limites 27

2.2.11. Propriétés fondamentales
2.2.11.1. Proposition:

Soient SC R, rg € R, telque S~ xp, f: S 2 Retg:S5— R, telles
que:

Il_i»rp0 flz)y =1 et Il_iglo g(z) =m
z€S €S

alors :
lim (f +9)(2) = lim (f(2) +9(2) =+ m.

€S €S

Démonstration — Soit € > 0; comme lim f(z) =1{, 3§ > 0:
Tr—To

Ve e S, <[.l'—ro|<51:>|f(.z)—l|<%).

De méme 36, > 0: Ve € S. (Jz — xo| < &2 = [f(x) —m| < §).
Posons ¢ = inf(dy,d2). Si |[¢ — x| < 4,2 € S. on a:

|f(z) +g(z) =1 —m| < [f(z) =] + |g(z) —m| <

N ™

Donc I_lg_nro(f+g)(£) =l+m.

2.2.11.2. Remarque

Dans la démonstration de la proposition 2.3.11.1 nous avons utilisé
le principe suivant: si une inégalité est vérifiée pour |z — x| < &1 et
une autre a lieu pour |r — zo| < &9, soit § = inf(81,68,); alors pour
|z — o] < & les deux inégalités sont vérifies simultanément. Dans les
preuves qui vont suivre, on utilisera souvent ce principe. On passera
directement a d, sans mentionner les 61,85,683. ... intermédiaires.

2.2.11.3. Proposition
Solent SCR, f:S—>Xetg:S -2, 0k, S~ xp.
si lim f(z)=1let lim g(x)=m
r—=To I—rTo
alors: lim (fg)(z) = lim (f(z)g(x)) =Ilm
r=T0 r—rg
Démonstration

Ve > 0,36 > 0 tel que,si |r — 2| <d. 2 €S ona:

1 ¢ .

If(z) =1l < e Lm f(z) =1
1 ¢ .

lg(z) —m| < M+ 1 car I_lgglrog(.v)_m

|7 (z)| < |I] + 1 (remarque 2.2.8. 6)
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d'ou

— flx)m 4+ f(x)m —lm|

Slfrllgr—m|+|'n||f )~
1 = 1
U+ D5+ 3
< (| 2+ ||+1|'|
<iit_,
Sytg=e

2.2.11.4. Corollaire
Soient f: SC= 3B . g SCR—-3F.2g€Z. S~rget AeR.
Si lim f(z) =1, alors lim Af(z) =
r—Io

r—ro

2.2.11.5. Exemple

Soient P(z) un polynéme en r. et g € =, on a: lim P(x) = P(xg).
r—ro

En effet P(r) = apr® + ap_12”" ' 4+ -+ ayr +ap ol a; € = pour
tout p. 0 < p < n.

rl_iglo ol = 2f (proposition 2.2.11.3)
et
zllg}o aprf = arf (corollaire 2.2.11.4)
d'ou

lim P(x) = P(rq) (proposition 2.2.11.1)

r—=ro

2.2.11.6. Remarque
Sotent f : S C = —> >, rg €. 5 ~ xg. S1hmf ) =01 #0.

. existe § > 0, tel que:

N} o~

alors: pour = = ‘

si|le—xo| <6, |f(2) =1 < {l‘
. l l

d'ou |f(1‘)|2|1|—‘§‘:’—‘>0.

Ainsi si lim f(x) =1 # 0 alors f(x) ne s’annule pas pour les points
de S voisins de rg.
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2.2.11.7. Proposition
Soient f:SCZ = =.x0€>.5 ~ xg,
1 1
si IILI?O fle)y=1letl#0. alors: Il_iglo ) =7
Démonstration — Soit £ > 0. 38 > 0 tel que. si |z —zg| <, x €Sona:
! 2
ey =< |5 e 1) - 11 <3 ()
D’apreés la remarque 2.2.11.6 on peut choisir 4 tel que f(r) # 0 pour
|r—zg| < 6. 2€S.
l
=112 5]
par suite:
‘ 1 __}‘_Il—fTrH
flx) 1 | ()]
S_le'—f(ﬂﬂ
L.t
< 2:
-2
2.2.11.8. Corollaire
Solent f : S C 7 - . g: S5 C=*—> = 2 €= 5~ xo
l
Si lim f(z)=1! et lim g(z)=m#0 alors: lim (2) = —.
rro 520 r=ro glr) m

, tels que

2.2.11.9. Exemples
1) Soient P(r) et @Q(x) deux polvnomes en r. xo € =

Plr) _ P(xo)

Q(xo) # 0.
Comme Iliglo Q(z) = Q(zg) # 0. alors rliglo 0w = Olzo)’
2) Montrons que lim tgr = 0. On peut se restreindre au cas ol
S=l-r.i[  (228.1)
On peut facilement démontrer géométriquement. en considérant le
cercle trigonométrique. que:
|sinz| < [xf. (1)
De cosr = 1 — 2sin® ; et (1) on déduit
I
[cose —1} =2 sm“g‘g? (2)
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Pour ¢ > 0, soit §; = ¢; si |z] < 47,

alors |sinz| < |z| < e, d’'ou limsinz = 0.
r—0

De méme soit d = v/2¢: si |2] < d2
z? 42

alors {cosz — 1] € — < = =¢, d’ou limcosz = 1.
2 2 =0

Par suite d’aprés le corollaire 2.3.11.8

rh_r&)tg( )_}1—% cosr 2

2.2.11.10. Proposition
Soient S C Ret g € R, S ~ zg et soit f : S — R une fonction

positive. Si lim f(z) existe et vaut /, alors [ > 0.

1

5

36 > 0 tel que » €lrg — 6,29 + [N S entraine f(z) €]/ — %,l—i— %[

[ l
1+ |2| 5 < 0 implique f(r) < 0 V& €l — 8,29 + [N S, ce qui est

contraire & I’hypothése.

Démonstration — Supposons [ < 0; soit € =

Corollaire — Soit S ~ zg et soient f : S = B et g : S = R deux
fonctions sur S telles que f(z) < g(z), Vz € S. Si hm flz) =1 et

T-»Tq

lim g(z) = m, alors [ < m.
I—To

Démonstration — La fonction ¢ = g — f étant positive sur S, la propo-
sition précédente entraine lim ¢ = m —1 > 0. D'ou le résultat.
I—TIo

2.2.11.11. Remarque

SowntSCRroE? S~rp, f:S—>FE.g: b—-)P et h: 5—)3
telles que f(x) < h(z) < glx), pour & € S,, (So = Valxo) N S), s
li)m glz) = llm( ) =1 alors: lim h(z) =1.

IT=+Tg

Démonstration — Soit £ > 0. 3§ > 0, (I:c —rol <= |flz) -l < Z)

et (|r-—1:o|<5$|g(x)—l|<%).

Par suite
If(z) = g(x)| < |f(x) =1 + [g(z) =

<

=+

NN
=,
r| ™

D'ou
|h(z) =1 < [h(z) = f(2)|+]f(x) =1 < lg(x) = f(2)[+]f(z) =] < e
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2.2.11.12. Exemple

. sinx
lim =1
r—0 r
. S sin &
On peut se restreindre au sous ensemble S =] — £. Z[: comme est
. . o - . . sing
paire, on peut se restreindre 4 .57 =]0. £ : en effet si lim = 1. alors
. - r—0+ X
. sinr
lim =1.
r—=0- X

Considérons la figure suivante:

C
B
X
-
0 A
0A=1

FIGURE: 2.1

™

On a pour x €]0. 5[:
surface du triangle AOB < surface du secteur circulaire AOB

< surface du triangle O AC

< S r X tgx
1

- sinr >0
sinr cosx

=1<

sin
=1>

>cosz. z€]0, g[

) . . sinr
Comme lim cosr=1let lim 1=1.0ona lim =1.
r—0+ r-+0+ r—0+ I

2.2.11.13. Proposition
Soient f:S > =.¢9: T o5 telleque f(S)CT.xpExet S~ xo.
Si lim f(z) = yoetT ~ yo.etsi lim g(y) = alors: lim g(f(x)) =1
r—=Zo Yy—r¥o

r—=rg
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Démonstration — Pour z > 0. il existe § > 0 tel que. |y — yo| < 6 et
y € T entrainent (1) |g(y) — 1] < =: d'autre part il existe d; > 0 tel que.
sile—rgl < dr etz eSS onalf{r)—yl <d. Dot l|r—2g| <6 =

lg(f(x)) =1l <=
2.2.11.14. Proposition
Soit f:S — . et soit rg € = tel que S ~ xg.
Alors E}n f(z) = Isiet seulement si pour toute suite (r,) d'éléments
de S comfergeoant vers rg. la suite f(z,) converge vers l.
Démonstration — Supposons que Ili_}n;ﬂ flx) =let soit g=I"™ — S une

suite telle que lim g¢(n) = zg.
n—+4oc

On a: liI}_l flg(n)] =1 c'est-a-dire lim f(z,) =1 (2.2.11.13)
n—+2oC

n—=+

Réciproquement supposons que pour toute suite (r,) convergeant
vers ry. la suite (f(x,)) converge vers [. Démontrons (par 'absurde) que
hm f(z) =1
I —rg

Supposons le contraire. Alors 3= > 0 tel que pour tout n € I™ il

. - 1 .
existe r, € S tel que |r, — 29| < — et |f(zn) — 1| > <. La suite (x,)
n

ainsl construite converge vers rq. alors que la suite (f(z,)) ne converge
pas vers [. ce qui contredit I'hypothése.

2.2.11.15. Exemples
1) Soit f(x) = sin%. r € = — {0}. Montrons que f(r) n'a pas de
limite en 0.

. . 1 1
Soient les suites (r,). (yn) telles que v, = — et y = ———
nw 2n7w +

[N

lim rp,=0et Im y,=0.
n—+oc n—+oc

or f(ry)=sinnr=0= lim f(x,)=0
n—=a4x
flyn) = sin(2n7 + E) =1= hm f(y.)=1
2 n—=+-c
d’aprés 2.2.11.14. f(r) n’a pas de limite en 0.
.1
2) Soit f(z) = rsin—, » € = — {0}. Montrons que lin}) flz)=0.
£ r—

Comme f(z) est paire on peut se restreindre a = — {0}. Or

1 o1
-1 <sin—-<1= —r<zesin= <z (r>0)
r r

.. . 1
d’ol d'aprés la proposition 2.2.11.11 hn})rsm —=0.
r— £
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2.3. Application aux suites

En appliquant les résultats du 2.2 aux suites. on obtient :

2.3.1. Proposition

Soit (&) une suite convergente de limite /. alors:
a) | est unique,

b) 3k > 0.3ng>0:n > ng = |x,] < k.
¢)S1l#0.3ng>0:n>ng = xy, Z0.

2.3.2. Proposition

Solent (z,) et {yn) deux suites convergentes de limites respectives [
et m. Dans ce cas:

him (zp+yn) =1l+m: lim (2,yn) =1Im
n—4o

n—+osc 4+
. . Iy l .
lim (Azn) = A : Im — =—sim#0.
n—+4+x n—++x Y, m

2.3.3. Proposition

Sotent (), (yn) et (=) trois suites telles que: Ing > 0. tel que pour
n2neey <z < yn-

si lim r,= lim y,=/{ alors: lm :z, =1L
n—+4+oxc n=—4c n—+4oc
2.3.4. Suites monotones de nombres réels
2.3.4.1. Définition

Une suite (&) est dite crowssante si x, < rpy41 pour tout n > 1.
Une suite {(x,) est dite décroissante si 2, > rp41 pour tout n > 1.
Une suite est appelée monotone si elle est croissante ou décroissante.
Les suites monotones sont agréables a étudier. car leur convergence

ou leur divergence est facile 4 déterminer. En fait on a:

2.3.4.2. Proposition

Une suite monotone converge si et seulement si elle est bornée.

Démonstration — D’aprés la proposition 2.3.1 toute suite convergente
est bornée.

Réciproquement soit (r,) une suite monotone bornée. Supposons
(zn) croissante. (r,) bornée équivaut a dire que le sous-ensemble E =
ST TN Iy....} est majoré et minoré. Soit L = sup E. Alors pour
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D’aprés la définition de sup E, pour tout ¢ > 0, il existe un entier
ng tel que z,, > L — ¢. Comme la suite est croissante, pour tout entier
n>ng, o, >L—e. Dot |r,— L =L-=xz, <¢epour n > ng et par
suite la suite (z,) converge vers L.

Un raisonnement analogue s’applique dans le cas ou (x,) est décrois-
sante en utilisant ! = inf E.

2.3.4.3. Remarque

Toute suite bornée n’est pas convergente comme le montre I'exemple
zn = (—1)". Toutefois de toute suite bornée on peut extraire une suite
convergente.

2.3.4.4. Théoréme (Bolzano-Weierstrass)

De toute suite bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration — Soit une suite (z,).x, € [a,b],a < b, posons A, =
{zn. Zps1.- },MEN*. A4, D42 D A3D ... Ap D Anys

A, étant borné. soit b, = inf.4,:on a b, < b1, ¥n > 1 la suite
(bn) étant croissante et majorée. a une limite L.

Comme b, = infA,, Ve > 0,Yn,Im > n tel que z,, < b, + € et
Im 2 by

Ainsipour e =1,3dn; > 1, zp, < by +1

! Ing > 2n1 > n; tel < ban, + =
our £ = —, In n ny tel que ., —
pour on; 22 1 1 que Ty, 2n, 2?1
1
pour £ = —, 3ng > 2ny > ny tel que z,, < bop, + —
2n» 2722

1
pour £ = o Ink41 = 2ng > ng tel que Tp,, < bop, + ——.
ng 2ny

L’application k¥ — nj est strictement croissante.

Comme limb, = L, on a:

Ve > 0,3ng tel que, n > np = |by, — L| <

N ™

1

Soit kg tel que o < %, et k1 > ng. Soit ko = sup(ko, k1) : pour k > ko,
0

ona:

|'rnk - Ll < I'T"k - bznkl + lbf-’nk - LI

52—1—— E, car 2ng > np > k > ko > ng
ng
£ € 1 1 €
—Ll< Z+= R A S
|Zn, Ll_2+2, car2nk<k<]1_<2

Par suite (z,,) est une suite extraite de (z,). convergeant vers L.
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2.4. Suites de Cauchy

Une classe importante de suites convergentes dans R est constituée
par les suites de Cauchy. En fait la propriété pour une suite d’étre de
Cauchy caractérise les suites convergentes dans R.

2.4.1. Définition

Une suite (x,) dans R est dite une suite de Cauchy si et seulement si :

Ve > 0,3ng(¢), no(e) € N”, tel que si p,q > ng, alors |z, — 24| < e.

2.4.2. Propriétés des suites de Cauchy

2.4.2.1. Toute suite (z,) convergente est une suite de Cauchy

En effet si  lim =z, = 1. Soit € > 0, Ing(¢) € N~ tel que si p,g > ng
n—+400

£ £
ona:|1‘,,—l|§§et Izq—l|§§
D’ou:
e ¢
|xp—.rq|§|zp—l[+|xq—l|§§+§:s.

¢ étant quelconque, (z,) est une suite de Cauchy.

2.4.2.2. Une suite de Cauchy est bornée dans R

Si (x,) est une suite de Cauchy, alors pour ¢ = 1, Ing(l) € N~ tel
que sin > ng.ona |z, —zp,| < 1.

D'ou |z,| < |zn,| + 1 pour tout n > ng.
Si M =sup (Jeil, jzal, - JzTnoli Jnel + 1), alors jz,| < M, ¥n €11,

2.4.2.3. Si une suite de Cauchy (z,) admet une suite extraite
(zn,) convergente vers un point /, alors (z,) converge vers [

Soit (x,) est une suite de Cauchy : soit € > 0, Ing(e) € I¥* tel que, si

p,q > ng alors: |z, — 24| < 3

Supposons que lim z,, = [: 3ko(e) € N™ tel que, si k > ko,
k—+20

[2n, —1] < % Soit k1 = sup(nog, ko) alors pour n > k; on a:

lzn | < |2n — ‘Enkll"’ I-l'nkl =1 <
donc lm x, =1.
n—-+4o00

Les résultats ci-dessous nous permettent d'énoncer I'important critére
de Cauchy pour la convergence des suites de R.
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2.4.3. Théoréme (critére de convergence de Cauchy)

Une suite de nombres réels (r,) est convergente si et seulement si
elle est une suite de Cauchy.

Preuve: si () est convergente. d’aprés 2.4.2.1. (z,) est de Cauchy.

Réciproquement si {r,) est une suite de Cauchy. elle est bornée
d’aprés 2.4.2.2.

Mais d'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass. de la suite (r,,}. on
peut extraire une sous-suite (&,, ) convergente. Donc d aprés 2.4.2.3. la
suite (z,) converge vers la méme limite que la suite (z,,).

2.4.4. Exemple

Soit la suite (z,) définie par:

rn=1ro=2 - rp,= 5(1’,7_3 +r,-1) pourn > 2.
('ette suite n'est pas une suite monotone. Il est facile de voir que
1 e 1
|In—In+1|:§|In—In_1|. d'ot |zp — rpy1| = =T

Doncsim>n 2> ng.on a

I-l'n _£n7| < I-rn _-l’n-}-l[‘Jr‘ l-rn+l "In+2|+"'+ ’Im+1 - Iml

< 1 1 1

St Tt onm

< 1 - 1 4 1 < 1 < L

— 9n-—1 92 gm—n—1 n—2 — Qno—Q
Par suite pour £ > 0 donné. ny est tel que oI < i

Pour m > n > ng on a |r, — &p| < 2. La suite (r,) est donc une

suite de Cauchy. D aprés le théoréme 2.4.3. (z,) converge vers rg € =.
De la relation de récurrence. il résulte que ro = %(ro + xo). ce qui ne
donne aucune information sur ry.

Pour calculer zg. on peut considérer la suite d ordre impaire extraite
de (zn).

1 1+1 1+1+ + 1
r1 = Ll.r3= — .- T9 = —
1 3 2 2n41 9 92n =1
d'ou
1 1 1
m :1 — — R
Pon41 +2(1+4+ +4n_1)
1 1
1 —_1n 1
=1 — . =1 —(1 - —
+2 1_1 +3( 4”)
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. 4 . ) 1
Et lim 41 = 3 D apres 2.4.2.3. lim z, = 3

n—+x n—+4x

2.5. A RETENIR

— Soit f:SC o= .20€=. (S~ xp)

lim f(z2)=1leVe>0.35>0: Ve el |r—xo| <d = |flr)-]] <=

r—ro

On notera lim f(r)=loulimf =1
r—=ro To

[ est unique et il existe un voisinage 1, (xg) de zqg tel que f est borné
dans 1, (zo) N S.

Sil £ 0. il existe 1, (xg) tel que f ne s'annule pas sur 1,(zg) NS et
garde le méme signe que [ sur cet ensemble.

Sous réserve que les opérations solent définies, on a:

hm{f +g¢) =limf +limyg
lim(fg) = (lim f)(lim f)
hm(Af) = A(lim f)

lim f
. f Lo
Im( =) ==
o \ g limg
Ta
— Une suite monotone converge si et seulement si elle est bornée,

— Une suite de nombres réels est convergente si. et seulement si. elle
est de Cauchy.

2.6. Exercices

1) Trouver les limites des fonctions suivantes en justifiant dans chaque
cas les calculs

, - a?
LD s ey 070
1.2) lim m et lim m
r—0+ r—=0- T
R — 2
1.3) lim = A=
A0 h
- . sinr .. . .
2) En utilisant hn}) = 1. trouver les limites des fonctions sui-
r—r I

vantes :
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2.1)  lim s1.n 2z 2.2) lim sin dr — sin 3z
z—=0 siIn.xr z—0 xr
2.3) im 51.n 5z 2.4) lim sin bz —251n 3ml
z—0 sinz z—0 z
1-v1-22 1

t im ——————— = —.
3) Montrer que }‘I_IR) - 5

4) Soit g une fonction bornée sur SC Ret f: S CR =R, telle que
le flz) =0
T—=Tqg

Montrer que: lim f(z)g(z) = 0.

5) Pour tout z € R, montrer que lim existe, et trouver la

o n—++oo 1 4+ nx
limite.

6) (i) Soit b > 1, en écrivant b = 1+ ¢, ¢ > 0, montrer que pour tout
nombre réel B positif, il existe un entier ng, tel que si n > ng, b > B.

(i) Soit 0 < £ < 1. Montrer que lim &" =0.
n

—++00
(iii) Etudier le cas (ii) quand -1 < z < 0.

7) Pour quelles valeurs de z la limite suivante existe-t-elle:

n

f(z) = ? Donner dans ce cas les valeurs de f(z).

m
n—+oo 1 + 7

n

existe.

8) Pour z # —1, montrer que f(z) = lim
n—4+oc T

Calculer: f(1), f(%), f(2). Que peut-on dire de ll_)n% f(z) et 1_1’11_11 f(x)?

9) Etudier les suites suivantes, et trouver les limites quand la suite
converge.

n n+1 n? n? +1
1 = — 2 = —
) 2 n+1 n ) T n+1 n
nm n
3) zn = cos o~ 4) z,= 0

5) 1 =V2et pour n > 1, Tpn =\/24 £n_1

10) Soient (U,) une suite croissante et (V},) une suite décroissante
telles que lim(V,, — U,) = 0. On dira alors que les deux suites sont
adjacentes.

i) Montrer que la suite W, = V,, — U}, est décroissante et en déduire
que V, — U, > 0 pour tout n.

ii) Montrer que les suites (U,) et (Vi) sont convergentes et ont méme
limite.
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|

1 1
!+§+---+;l—!est
)

Application — Montrer que la suite U, =

—p—

convergente (on considérera la suite V,, = Un + —
n!

2.7. Continuité en un point

2.7.1. Définition
Soit f:SCR—-R,z0€ S,

On dit que f est continue en zg, si et seulement si:
rllg}o f(z) existe.
res
2.7.2. Remarque

St cette imite existe elle ne peut élre que f(ro); d’ou:

f continue en 1y & zll)rrx;0 f(x) = f(zo).
€

Il résulte des propriétés fondamentales sur les limites établies au § 2
les propositions suivantes :

2.7.3. Proposition

Soit S un sous-ensemble de R, #g € S et f,g: S — R continues en

xg, alors f +g. Af, fg. ! st g(zg) # 0, sont continues en &zq.
g

2.7.4. Proposition
Soit f: SCR—-a>RB g€ S etg: T CR— Ravee f(S) CT;

si f est continue en zg et g est continue en yo = f(zq), alors g o f est
continue en rg.

2.7.5. Proposition

Soit f: SCR R, xy €S. f est continue en z¢ si, et seulement
sl, pour toute suite (z,) convergeant vers zg, la suite (f(z,)) converge
vers f(zq).

2.7.6. Exemples

— f(z) = = est continue en tout point de R,

1 )
— f(z) = p est continue pour tout x # 0,
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rsin— r . - .
— flx) = r # est continue sur -.. — Toute fraction
0 r=290
. P(x) . . -
rationnelle est continue en tout point ry de =, tel que Q(xp) # 0.

s

2.8. Propriétés des fonctions continues sur un
intervalle

Lorsque le sous-ensemble S de = est un intervalle. on peut établir
d'importantes propriétés des fonctions continues.

2.8.1. Théoréme

Soit f: I C = — =.ou [ est un intervalle de = :s1 f est continue en
tout point de /. alors f([}) est un intervalle de =..

En bref. I'image par une application continue dun intervalle est
un Intervalle. Ce résultat porte aussi le nom de théoréme des valeurs
intermédiaires.

Démonstration — D aprés la proposition 2.1.10, f(I} est un intervalle si
et seulement si:

Yyi.y2 € f(I). y1 < yo = [y1.y2) C fU).

Soit ~ tel que y1 < 5 < yo. Comme y;.y2 € f(I). lexiste 1. 20 € [
tels que y1 = f(r1) et ya = f(r2).

Supposons r1 < ro (on fera un raisonnement analogue si r1 > r2).

Soit € = (2 € [z1.22]. f(z) £ 7): € # 0 car ry € B. G est majoré
par ra. donc 1l admet une borne supérieure ¢ et ¢ € [r1.x0]. donc f est
continue en c.

¢ borne supérieure de % entraine que

1
Vne N, e, EG tel que ), > ¢~ —
n

la suite (z,) converge vers ¢, car |z, —c¢|=c—1r, < —.
n

De f(z,) <~ et l'n}r) f(xn) = f(e) (f continue en ¢ ) on conclut :
n—+4+2x
fle) €4 et par suite ¢ # xo.
Comme c est la borne supérieure de 4. pour tout x €]c. z2).

flr) >~ = lm f(x) = f(c) >~ (f continue en ¢). D'ou f(c) =~.

r—ct
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2.8.2. Corollaire
Soit f : [a.b] — = continue sur [a.b]: si f(a)f(b) < 0. il existe au
moins un point r €Ja.b[. f(¢) = 0.

Lorsque l'intervalle [ est fermé et borné ¢’est-a-dire de la forme [ =
[a.0]. @ < b on a en outre le théoréme suivant :

2.8.3. Théoréme

Soit f :[a,b] = . a <b. abe=. Sifestcontinue en tout point
de [a. b]. alors f est bornée sur [a.b] et atteint sa borne supérieure et sa
borne inférieure.

Démonstration — Montrons d’'abord que f est bornée sur [a. b]. ¢’est-a-
dire qu’il existe un nombre M > 0 tel que |f(x)] < M Vz € [a.b].

Si ce n'était pas le cas. pour tout n € I~ il existerait v, € [a.}] tel
que |f(xz)| > n.

De la suite bornée (r,). on peut extraire une suite (r,,) convergente
vers L € [a.b]. Comme f est continue en L et (r,,) — L. alors

flen,) = f(L).
Soit z > 0. 3kg. tel que

k> koo = [flzn,) = fIL)] <= (1)
Mais de |f(x,)] > n. pour tout n. on tire

f(2n) = L) 2 F(xn) | = D] > fne = Cl ot C = |f(L)]
(2)
Donc pour k > kq. |ny — C| < =. ¢'est-a-dire ny < "+ 2 pour k > kg. ce

qui est absurde puisque . lim ng = +x. Donc f est bornée sur [a.b].
T e

Soit a = sup f(r). Donc pour tout n € I™ il existe z, € [a.}].
refa b)

flza) > a— % et f(z,) <a.Dou

Yn el', |f(:n)—a|<% (3)

la suite (z,) étant bornée. il existe une suite extraite (z,,) qui converge
vers { € [a.b].

Comume f est continueen l et z,, — {. alors f(z,,) — f(I). D aprés (3).
la suite f(z,) converge vers a.

Comume f(z,, ) est une suite extraite de la suite f(z,). f(zn, ) converge
aussl vers a.

De l'unicité de la limite. il résulte que o = f(!).

Pour démontrer que f atteint sa borne inférieure. on peut appliquer
le raisonnement précédent a la fonction (—f).
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2.8.4. Remarque

Les propriétés énoncées dans les théorémes 2.8.1 et 2.8.3 peuvent étre
vérifies par une fonction sur un intervalle, sans que celle-ci soit continue
sur cet intervalle, comme le montre 'exemple suivant :

f:[0,2] = R définie par:

f(w):{x 0<e<1

r-1 l<z<?2

f est bornée sur [0, 2], atteint sa borne supérieure 1 et sa borne inférieure
0, ainsi que tout nombre compris entre 0 et 1, sans étre continue sur [0, 2]
(f n’est pas continue en 1).

2.9. Continuité uniforme
Convergence uniforme

2.9.1. Continuité uniforme
2.9.1.1. Définition

Soit f : [a,b] C R — R continue. On appelle oscillation de f sur [a, b]
et on note w(f, [a,d]) la différence M(f) — m(f), ou M(f) et m(f) sont
respectivement les valeurs du maximum et du minimum de f sur [a, b].

w(f,[a,b]) mesure donc la longueur de Dintervalle f([a,b]).

2.9.1.2. Remarque
Si [e,d] C [a, 8], alors w(f, [c,d]) < w(f,[a. b]).

Ce qui est remarquable pour une fonction continue sur [a, b], c’est
qu'on peut trouver un découpage de [a,b] en un nombre fini de sous in-
tervalles [c,, d;] tel que w(f, [c;, d;]) soit arbitrairement petite pour tout i.
Ce résultat qu’on établira ci-dessous sera employé par la suite pour mon-
trer qu’une application continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b].

2.9.1.3. Théoréme

Soit f une fonction continue sur {a.b]. Pour tout ¢ > 0, il existe un
découpage de [a, b] en nombre fini de sous-intervalles tel que 1'oscillation
de f sur chacun des sous-intervalles est plus petite que ¢.

Preuve — Si la propriété du théoréme 2.9.1.3 n’a pas lieu, il existe
go > 0, tel que Vn € N*, dans le découpage de [a, b] en sous-intervalles
1

de longueur 5, il existe au moins un sous-intervalle [z,,y,] tel que

w(f,[zn,yn]) > €o.
Donc 3eq > 0, et deux suites (z,,) et (y,) de [a, b], tel que si n € F¥*

20 = 4l < = et f(zn) — Flun)| > eo. (M
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La suite (z,) étant dans [a, b], d’apres le théoréme de Bolzano-Weier-
strass (2.3.4.4) il existe une suite extraite (2, ) de (z,) qui converge vers

l € [a,b].

D’aprés (1) la sous-suite (y,,) converge aussi vers [. Comme f est
continue au point [, les suites (f(z,,)) et (f(yn,)) convergent vers f(l)
et donc pour k assez grand

|f(yn) = F(zn )] < 0.
Ce qui contredit la seconde inégalité de (1).

Le théoréme 2.9.1.3 peut aussi s’énoncer de la fagon suivante:

2.9.1.4. Théoréme

Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b]. Pour tout ¢ > 0, il existe
d(¢) > 0, ne dépendant que de ¢, tel que pour tous & et z’ de [a,b]
vérifiant |2 — 2’| <4, on ait:

If(z) = f(z')| <&
D’ou la définition suivante:

2.9.1.5. Définition

Soit f : I C R = R, [ intervalle de R. On dira que f est uniformément
continue sur [ si et seulement si:

Ve >0, 35(¢) > 0, tel que Vr, 2’ € I, |e —2'| < 6 = |f(z) — f(2')]| < e.

2.9.1.6. Remarques

1) Les théorémes 2.9.1.3 ou 2.9.1.4 expriment que toute fonction
continue sur un segment [a,b] est uniformément continue sur [a, b].

Soit f: I CR — R, I intervalle de R. Pour montrer que f n’est pas
uniformément continue sur I, il suffit de montrer qu’il existe ¢y > 0, et
deux suites (z,) et (yn) de I tels que pour tout n € N*

en vl S = et 1f(@n) = Fl3a)] > <o

2) Exemples

a) f(x) = 2z est uniformément continue sur R.

En effet |f(z) — f(y)] = 2|z — y|. Pour ¢ > 0, il suffit de prendre
6==.

1 . .
b) f(z) = 2 n’est pas uniformément continue sur )0, +oo[.

1 . .
En effet, soit gg = 3 et (z,) et (yn) les suites de ]0, +o0o[ définies par:

1
n+1

Tn =

1
et yYyn = —, TLEN*
n
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on a:

1 1
‘-l’n—yn|: -
n

1
nng ) Sa o W) fll=1> g

. . . .
Donc d'aprés 2.9.1.6. 1) f(r) = — n'est pas uniformément continue
r
sur J0. .
On pourra montrer a titre d’exercices que pour tout nombre a > 0.

1 . .
f(r) = = est uniformément continue sur [a. +x]|.
xr

2.9.2. Suites de fonctions. Convergence uniforme
2.9.2.1. Définition

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un ensemble D C =. a
valeurs dans =. On dira que la suite (f,,) converge sur D). vers une fonc-
tion f. si pour chaque # € D. la suite de nombre réels (f,(z)) converge
vers f{z). La fonetion f s'appelle la limite sur D de la suite (f,) et on
note

f= lim (fy) sur D
n—+x
ou
fn —+—> f sur D.
B -

—++2C

2.9.2.2, Exemples
1) La suite (f,) définie par f,(r) = £ converge sur = vers la fonction
nulle r — f(x) = 0 pour tout r € =.

2) Soit D = [0.1] : la suite (f,) définie sur D par f,(r) = r™. converge
sur D vers la fonction f définie par:

0 si0<e<1
flx) = {1 sie=1
~ . , 2+ nrx
3) D = = la suite (f,) définie par f,(x) = — . converge sur D

vers la fonction f : z — x pour tout r € X,

4) D = = la suite (f,) définie par f,(z) = ﬂ(ni—-i_n) converge sur

D vers la fonction nulle.

La définition 2.9.2.1 est équivalente a la définition suivante :

2.9.2.3. Définition

Une suite (f,) de fonctions sur D C .. converge vers une fonction f
sur D. si et seulement si:
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Pour tout z > 0, et pour tout r € D. 1] existe un entier naturel

no(s.r) dépendant de r et de ¢ tel que pour tout entier n > ng(s.x)

ona:
|fo(z) = flx)] <e.
on dit alors que (f,) converge simplement sur D vers f.

2.9.2.4. Remarques

1) L'entier ng intervenant dans la définition 2.9.2.3 dépend en général
de = et de r.

Ainsi en appliquant la définition 2.9.2.3 & la convergence des suites
de 2.9.2.2. on verra que ng dépend effectivement de r et de £ pour les
exemples 1), 2) et 3) alors que dans l'exemple 4). I'entier ny peut étre
choisi de maniére 4 ne dépendre que de <.

2)Si f, — f sur D C = et si pour tout n. f, est continue sur D,
la limite f n'est pas nécessairement continue sur D, comme le montre
l'exemple 2.9.2.2.2).

Une condition suffisante pour que la limite f d’'une suite (f,) de
fonctions continues sur D C =, soit continue sur D est que. pour tout
£ > 0, le graphe de fi, sur D. pour k assez grand, soit compris entre les
graphes de f —c et f+¢.

FIGURE: 2.2

Cette propriété est précisée par la définition suivante:

2.9.2.5. Définition

Une suite (fn) de fonctions sur D C = 4 valeurs dans x, converge
uniformément sur D. vers une fonction f si et seulement si:

Pour tout £ > 0. il existe un entier naturel ny(z) (dépendant unique-
ment de ¢). tel que tout entier n > ng et tout r € D on a:

Ifn(2) = f(x)] <=
2.9.2.6. Remarques

Si (f,) converge uniformément sur D vers f. alors (f,) converge
simplement sur D vers f. La réciproque n’est pas vraie en général comme
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on le voit sur les exemples 2.9.2.2,1),2.9.2.2.2) et 2.9.2.2,3), en utilisant
la proposition suivante :

2.9.2.7. Proposition

Soit (f,) une suite de fonctions convergeant simplement vers f sur
D. (fn) ne converge pas uniformément sur D vers f, si et seulement si:
il existe £9 > 0, une suite extraite (f,,) de (fn), et une suite (zx) de D
telles que:

|Fa. (zk) — fl2k)| > €0 pour tout k € N.

Preuve — D’aprés la définition 2.9.2.5, (f,) ne converge pas uniformeé-
ment vers f sur D, si et seulement si: il existe €y > 0, tel que pour tout
entier ng, il existe un entier n > ng et x,, € D tels que:

[ fn(Zn,) — f(2no)| > €o0.

Ainsi pour n = 1. il existe ny > 1 et 1 € D tel que

|fry(21) = f(z1)] > €0.

Pour n = sup(2, 2n,), il existe ny > n et x2 € D tel que

|[fna(22) — F(z2)] 2 €0.

On construit ainsi une suite (f,,) extraite de (f,) et une suite (ry)

de D telles que:
|fr (2k) = fai)| 2 €o.

Réciproquement il est clair que si la condition |fy, (zx) — f(zk)| > o
pour tout k € N est vérifiée, la convergence n’est pas uniforme.

2.9.2.8. Exemples
1
1) Pour 'exemple 2.9.2.2, 1) si on prend g9 = 3 ne = k et zp = k,
1
alors fi(zk) = 1 et |fi(zx) — f(z)| = [1 = 0] = 1> 5.

Donc la suite (f,,) de I'exemple 2) ne converge pas uniformément sur
R, vers la fonction f, f(z) =0, z € R.

1
2) Pour I'exemple 2.9.2.2,2), si on prend ¢g = 3 = keta, =

1 1/k 1
2 , alors

>

N[ =
O

|fie(zx) = fax)l = |filze)| =
donc la convergence n’est pas uniforme.
3) Pour l'exemple 2.9.2.2,3) si on prend g9 = 1, nix = k, k > 1 et
zi = k alors
[fi(zk) = flze)| =k > 1.

par suite la convergence n’est pas uniforme.
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4) Par contre pour l'exemple 2.9.2.2,4) on a

Vr € K.

3~

|[falz) = f(2)] <

. - 1
Donc pour tout ¢ > Q, si on choisit ng tel que — < ¢, alors pour
g
n Z no
1
<—<¢g Veek
ng

S =

|fa(2) = Fl2)] <

et dans ce cas la convergence est uniforme.

Le théoréme qui suit exprime que la convergence uniforme d’une suite
de fonctions continues suffit & assurer la continuité de la fonction limite.

Autrement dit, si (f,) converge uniformément sur D C R vers f.
et si les fonctions f, sont continues sur D, alors f est continue sur D
¢’est-a-dire pour tout z € D

lim <lirn fn(a:)) = lim ( lim fn(2))

n—+o \z—ro I—3To n—+00

On verra un phénomeéne analogue quand on étudiera la convergence des
suites de fonctions dérivables.

2.9.2.9. Théoréme

Soit (fn) une suite de fonctions continues sur D C R, qui converge
uniformément sur D vers f. alors la fonction f est continue sur D.

Preuve — Supposons que (fn) converge uniformément vers f. Soit ¢ > 0
dng €1I1:Yn > ny |fa(2) — f2)] < §VJ: eD.

Soit g € D. Comme fy,, est continue en zg, Ja > 0: |z —z| < a =

fao () = Frol@)] < g

Soit maintenant » € D tel que |z — zy| < @ ; on a alors

If(‘E) - f(xO)I S If(z) - fﬂo(l‘)l + ’fno(x) - fno(‘ro)l + |fno(x) - f(xO)I

f est donc continue en zg. ro étant un point arbitraire de D, il en résulte
que f est continue sur D.

2.9.2.10. Remarque

La convergence uniforme d’une suite de fonctions continues est une
condition suffisante, mais non nécessaire, pour assurer la continuité de
la fonction limite. Ainsi dans les exemples 2.9.2.2.1 et 2.9.2.2.3 les suites
de fonctions continues ne convergent pas uniformément, alors que leurs
limites sont continues.
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2.10. A RETENIR

Soit f:S5C=—=.
— Si S est un intervalle. et f est continue en tout point de S. alors

f(S) est un intervalle.

— SiS=Ja.b]. a <b. abeg = et fest continue en tout point de
[a.b] alors::

1) f([a.b]) est bornée.
1) f atteint sa borne supérieure M et sa borne inférieure m.

iii) pour tout y € [m. M]. I'équation en &

fle) =y
admet au moins une solution dans [a. b].

iv) f est uniformément continue sur [a, §].

— La limite uniforme d une suite de fonctions continues. est conti-
nue.

2.11. Exercices et problémes

1) Les suites suivantes sont-elles convergentes :

— n
a)xn:( L n.vn > 0.
n+2 -
P(n) | - . .
b) r, = o) ol P est un polynéme de degré p et ) un polyndme
n

de degré ¢. r, est défini pour n assez grand.

¢) up = tg ((1 )T+ (—1)"2).

2) Soient ([n)nes+ et (Va)ners deux suites de nombres_ réels telles

que la suite (I'xVy)nexe converge. Les suites ({ 7y )neie et (Vi )ne: sont
elles convergentes?

3) Soient (['p)nen+ et (1n)nen~ deux suites de nombres réels. On

suppose que L7, est bornée et que lim 13, = 0. La suite (I "3V, )nhere
n—+oc

admet-elle une limite quand n tend vers +x.

4) Soit (2, )nex+ une suite de nombres réels strictement positif. On

. .
suppose que lim 2+l = [ > 0. Soit = tel que 0 < e < L.

n—=++x Iy

Montrer qu'il existe a > 0. b > 0 et k €17 tels que:

n>k= AL —2)" <ien<B(L+2)
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En déduire que lim ¥z, = L.
n—+2xx

5) Soient a; et by deux nombres réels tels que 0 < a; < b;. On
considére les suites (an)ner» et (by)nerie définies par:

1
p41 = anb, et bn+1 = i(an + bn)

a) Montrer par récurrence que Yn. a, < b,.

b) Montrer que les suites (an)nex+ et (bp)pere convergent vers la
méme limite.

6) Soit (un)n»1 une suite de nombres réels définies par: u; = —2.

2un—l
U, = ——— pour n > 2.
; un—1+3p -

a) Montrer que u, > —2. VYn € IT".

b) Montrer que les u, sont alternativement négatifs et positifs.

¢) Etablir que chacune des suites partielles (u2p) et (Uaps1) est mo-
notone et montrer que ces suites partielles convergent.

d) La suite (u,)n»1 est-e'le convergente?

7) a) Solent deux suites (r,)ne+ et (Yn)nes+. On suppose que la
suite (Yn)ne:-+ est croissante et tend vers +x.

. . -I:n - In+1 . . N R .
Montrer que si lim  —————= existe, il en est de méme pour 1'exis-

n—+¢ Un — yn+1

) r
tence de lim ~ et de plus on a:
n—4o0 Un

. I'n . Ln — Ln4i
lm — = lim ———

(théoreme de Stolz).
n—=+x Yn n=+> Yn — Yn+1

b) Appliquer ce résultat a 1'étude de la suite ditded ot dn si la
n

sulte «,, admet une limite.
8) E(r) désignant la partie entiére de r. soit la fonction

fi=—=
r— (=1)E (e — E(2))%

a) Montrer que f est périodique de période égale a 2.
b) Montrer que f est continue sur = — _.

¢) Montrer que f est discontinue en tout point & € .
d) Faire la représentation graphique de f.

9) Soit h: = — =

1 sire

— h(r) =
* () 0 sinon.
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h est-elle continue?
10) Soit g : 2 =
r six ¢

xn—)f(x):{

M T
l—r sire?,

Montrer que f est continue au point ry = % et est discontinue en
tout autre point z distinct de %

11) La fonction ¢ : X > R

L
r?sin— six#0
3

0 siz=0

r—=glr) =

est-elle continue ?

12) Une application f : I — E, définie sur un intervalle I de &, est
dite lipschitzienne s’il existe k£ > 0 tel que:

Ve,yel. |f(z) = fly)] < kle =yl

Montrer qu’une application lipschitzienne est uniformément continue.

13) Soit @ € B, a ¢ . E(u) désignant la partie entiére de u, on
considére application f : R - P

r—)a:—aE(l>
a

a) Déterminer les points de discontinuité de f.

b) Soit fla restriction de f & {. Faire une représentation graphique
de f. Montrer que f est injective.

¢) On note J = f(). L application F: J = ({ est-elle continue?

14) Soit f : [a,b] = [a, b] une application continue. On suppose qu'il
existe k € R. 0 < k < 1, tel que:

Ve.y € la.b]. |f(z) = f(y)| < klz —yl

Soit ¢ € [a,b]. On considére la suite (z,)en définie par:

ro=c¢, Tny1 = flxn). Yn eIl

a) Montrer que 2,41 — Zn| < k|21 — 20|
b) Montrer que (z,)nen est une suite Cauchy.

¢) En déduire qu’il existe un unique point z € [a, b] qui vérifie I'égalité
)

f(z) =«x.
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15) Soit P(z) un polynéme de degré n,
P(z) =anz" + - +ag.

tel que apa, < 0.

Montrer qu’il existe au moins zo € R} tel que f(zo) = 0.

. 3 .
16) Soit f(x) = tgz, on a f (%) =1letf (%’) = ~1 alors qu'il
n’existe pas de z € [F, 37"] tel que f(z) = 0. Expliquer pourquoi ce
résultat ne contredit pas le théoréme des valeurs intermédiaires.

17) Soit f : [0,4+o0o[— R une fonction continue. On suppose que
12111 flz) =1
T o0

a) Montrer que f est bornée.

b) Side plus ! < f{0), démontrer existence d’un point de ¢ € [0, +-o0[
ou f atteint son maximum.

18) Soient @ > 0 et ¢ > 1, tels que 0 < a < ¢. En considérant la
fonction f(z) = z", n > 0, montrer qu’il existe b €]0, 1] tel que f(b) = a.
En déduire que pour tout n € N*, et a € R il existe un unique réel
b > 0, tel que b™ = a. Si n est impair et a < 0, montrer qu’il existe un
unique réel b < 0 tel que " = a.

19) On dit qu’une racine réelle d'un polynéme f(z) a été isolée, si on
trouve un intervalle [a, b] ne contenant que cette racine et pas d’autres.

En vous aidant du théoréme des valeurs intermédiaires, isoler les
racines réelles des polyndmes suivants, chacun ayant exactement quatre
racines.

(i) 3z%—2z%— 3622 +36z —8=0
(i) 22%—142% + 14z —1=0.

20) 1) Soit f :[0,1] = K, continue sur [0, 1] telle que 0 < f(z) <1,
pour tout r € [0, 1].

Montrer qu’il existe au moins un point c. tel que f(¢) = ¢ (appliquer
le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction g(z) = f(z) — ).

ii) Soit f : [a, b] = R, continue sur [a, b] telle que f(a) < a et f(b) > b.
Montrer qu'il existe un point zq € [a,b], tel que f(zq) = zq.

21) Soit § I'ensemble des fonctions définies sur [—1, 1]. qui vérifient
la relation:
2?2+ fle)? =1, Vzel-1,1]
a) Trouver deux fonctions fy et f; appartenant a ¥ et qui sont conti-
nues sur [—1,1].
b) Trouver une fonction g € § qui soit non continue.

c) Montrer que toute fonction f € F est continue aux points +1
et —1.

d) Soit h € § une fonction continue sur [—1, 1]. Montrer que h(0) > 0
implique h(z) > 0 pour tout & € [-1,1].
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e) En déduire que les seuls éléments de § qui sont continus sur [—1. 1].
sont les deux fonctions trouvées a la question a).

22) Soit f :[a.b] C = — X.on dira que f est convexe sur [a.b] si et
seulement si
Ve, 2’ € [a.b].Vt €[0.1]on a:

Flr+ 0 =8)r) <tfle)+(1—-1t)f(z'). Pour 2o €]a.b]. on considére la
fonction: pr,(z) = w.
— 2y

1) Montrer que o, est croissante sur I — {zo}.
1i} En déduire que 1'1m+ Oro(r) et lim p, (r) existent. et

I—=ry IL~r,

lim_ pee(2) < lm o (2)
r—+rg 1‘—+rg'

iii) En déduire que f est continue en tout point de ]a.b[.

23) On considére les suites (f,,) définies sur D = (¢ € =:z > () &
valeurs dans = par les formules suivantes:

n n n
X b) r 0 r -
1+ &7 n+ar? 1+ r°n

38

x
a) —e
n

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de ces
suites.

24) Soit (f,) une suite décroissante de fonctions continues sur un
ensemble D C = & valeurs dans = :

file) 2 fole) 2 - 2 fu(2) 2 frya(2) 2 - pour tout r € D.

1) Si hm f,{c) = 0. pour ¢ € D. Montrer que pour tout £ > 0. il
n—++x

existe m € [T et un voisinage [" de ¢, tels quesin > met x € U N D,
alors fr(z) < ¢.

i1) En déduire la propriété suivante due a Ulisse Dini. Si une suite
monotone de fonctions continues converge en chaque point d un intervalle
[a.b] de % vers une fonction f continue. alors la convergence est uniforme
sur [a.b].

25) Démontrer le résultat suivant da a Georges Poélya. Soit (f,) une
suite de fonctions définies sur un intervalle /[a. b] de = & valeurs dans ..
On suppose que:

— pour tout n € IT, f,, est une fonction décroissante sur I.

— la suite (f,) converge ponctuellement sur / vers une fonction f(z)
continue sur /.

Montrer que la convergence est alors uniforme sur I (on ne suppose
pas que les f, sont continues).
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Probléme

26) Approximation uniforme d’'une fonction continue par
une suite de polynémes

Soient m. n deux entiers tels que 0 < m < n. On pose:

n m n—-m n — n!
Inm{z) = <m)r (1-1) ' (m) ~ ml(n+ m)!

1) Montrer que les polynémes [, ,,(x) vérifient les propriétés sui-
vantes:

(1) Y Inm(z) =1.
m=0

(2) Z mly, m(r) = nz.
m=0
(3) Z(nr —m)?I, p(z) = ne(l — ).
m=0
Si f:[0.1] = =. le polynéme de Bernstein de degré < n associé a f
est:
. m
Bal) = Balfo2) = 3 Inm(2) ()
m=0

L'objet de ce probléme est de démontrer que si f est continue sur [0, 1]
la suite des polynémes B, (r) converge uniformément sur I vers f. On
suppose donc que f est continue sur [0, 1].

2) Montrer que: Ve > 0. 3§ = é(=) > 0. tel que:

lr1 — xa| < . implique | f(r1) — f(x2)] < % pour tous ry.xy de [0.1].
3) Pour n fixé. on consideére:
F(2) = Balz) = 3_[£(2) = S(= )T m(2) (1)

m=0

on décompose la somme ¥ du deuxiéme membre de (4) en deux sommes
¥, et X5 définies ainsi

. m
pour ;. m prend tous les entiers m. m < n tels que ‘m — ~\ < 4.
n

m
r——|>4é.

pour Y9, m prend tous les entiers m. m < n tels que
n

3.1) En utilisant 2) montrer que |X;]| <

¢

R

3.2) On pose M = sup |f(x)].
0<r<t
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Montrer que:

—_ 2
Sl < 2M gl () = 2M 5, BEZ T T
(nz —m)?

(nz —m)?
S EME g

In mz.
En déduire, en utilisant la relation (3) de 1) que:
M
<
%2l < 2nd?

3.3) En utilisant 3.1 et 3.2 montrer que |[f(z) — Bp(x)] < esin >
332 Pour tout z € [0, 1].
3.4) En déduire le théoréme d’approrimation de Wewerstrass: toute

fonction continue sur un intervalle fermé et borné de R, est limite uni-
forme d’une suite de polynémes.

27) Soit (f,) une suite de fonctions définies sur une intervalle /. On
dira que (f,) est uniformément de Cauchy sur I, si
Ve > 0, Ing € N, tel que, Yo, m > ng, Ve € I, |fm(z) — fu(z)| < €.
Montrer que f, converge uniformément si et seulement si elle est unifor-
mément de Cauchy.

28) 1) Soit h :]0, +00[— R une fonction qui vérifie la relation
h{zy) = h{z) + h(y), Vr,y. *

Montrer que h est identiquement nulle.

2) Soit h : [0,400[— R une fonction non identiquement nulle qui
vérifie la relation (*) de 1).

a) Montrer que h est continue sur ]0, +oof si et seulement si elle est
continue au point ¢ = 1.

bg Montrer que k(1) = 0 et que si z > 0, et r € Q, alors h(z") =
rh{z).

Indication — On montrera le résultat d’abord si r € Z, puis l’on établira
le résultat si

o -

)

1
r = — € Q, en remarquant que z = (z
q

¢) Montrer que s’il existe un intervalle ouvert non vide I tel que
h(z) > 0 pour tout « € I, alors h est strictement croissante et continue.

d) Montrer que si h est continue alors on a: A(z) > 0sir > 1, et
h(r)<0siz< L
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¢) Soit b > 1. Montre qu’il existe au plus une fonction continue h sur
10. +>c[ vérifiant (*) et telle que h(b) = 1.

29) Soit [a.b] un intervalle de =, ¢ un point de [a.b]. Soient

fiifa,c]—K et fo:le,b]—ER
r— ax+ 3 — axr + 32

deux applications affines telles que fi(c) = fa(c).
Soit I’application f : [a,b] = &

filz) siz<e
falz) siz>ec.

e st =

a) Soit u € [a,c]. v € {c. b]. Montrer que
[f(u) = F(¥)] < max(Joy]. [agf) [u - v|

et en déduire que f est lipschitzienne (voir exercice 12).

b) On dit qu'une application continue f : [a,b] — B est affine par
morceaux s'1l existe une subdivision ¢ = rg < 1 < ... < »r, = b telle
que la restriction f, de f a chaque intervalle [z,, 2;11] soit une application
affine. Montrer que si f est une application affine par morceaux, alors
elle est lipschitzienne.

c) Soit g : [a, b] = & une application continue.

En utilisant le fait que f est uniformément continue, prouver que:
VYn > 0. n € N, il existe une fonction affine par morceaux », telle que:

F(&) = pale)| < . Va € [ab]

Probléme

30) Fonction a variation bornée

Soit f : [a.b] = K une application. Pour toute subdivision P = (a =
rg <z < < zn=>)dela, b].onpose V}(P) = Z [f(eg) = flre—1)]|-
k=1

On dira que la fonction est a variation bornée s'il existe M > 0 tel que,
pour toute subdivision P de [a,b], on ait: 1} (P) < M.

On note V4([a,b]) 'ensemble des fonctions a variation bornée sur
[a.b]. On pose V; = sup{V}(P). Psup de [a.b]}.

1) Montrer que V; = 0 & f = constante.
2)Soit P=(a<xo<ry < <xp=0>b)et

Q=(W=a< - < ym =0b) tel que {xo. 21, -2} C {ro- - ,yn}
Montrer que Vpf < Vg f.
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S1fely [ b]). montrer qu’il existe une suite (P, )ne:r; de subdi-
\151011 de [a.b] telle que V'(f) = lim 1B, (f).

4) Montrer que si f est croissante. alors f € 1y([a.b]) et V7(f) =
f(b) — f(a). En est-il ainsi si f est décroissante?

5) Montrer que si f est lipschitzienne de rapport m. alors

fetu(la.b])et 17 < fm(b—a).

6) Montrer que la fonction f:[0.1] - =

r—>f(r)={0. ste=0

sin % sizx#0
n'est pas & variation bornée sur [0.1]. Montrer que la fonction g : » —
rf(r) est continue mais n’est pas a variation bornée.
7) Montrer que si f € V,([a.b]) alors [f(2)]| < fla)+1(f) Ve € [a. b].
&) Montrer que si f € Vp{[a.b]) et g € V([a.b]). alors fg € V4([a.b]).

En est-il de méme pour le quotient *gﬁ

9) a) Soit f € Ty( La 5]). On considére sur [a.b] la fonction f définie
par fi(z) = Vy[a.z]. f(a) = 0. Montrer f; est croissante.

b) soit fa :x = fa(x) = fi(r) — f(x). montrer que f est croissante.
¢) Déduire de a) et b) le résultat suivant :

Théoréme — Soit f : [a. b] — = une application: f est & variation bornée
si et seulement si f est la différence de deux fonctions croissantes.



Chapitre 3 : DIFFERENTIATION

Introduction

Le concept central du calcul différentiel est la notion de dérivée, qui
trouve son origine dans un probléme de géométrie: déterminer la tan-
gente en un point d'une courbe.

Le probléme s’est imposé a Fermat. mathématicien frangais. qui cher-
chait & déterminer les maximums et les minimums de certaines fonctions.
Il s’est alors aperqu qu'en ces points. les fonctions ont des tangentes hori-
zontales. D'o1l la recherche de telles tangentes. et d une maniére générale
la recherche d'une tangente en un point quelconque d'une courbe. Ce pro-
bléme fut résolu au XVII¢ siécle par Newton et Leibniz en introduisant
la notion de « pente » en un point d'une courbe. qui. dans le cas ou la
courbe est donnée par une équation y = f(z). définit la dérivée de f en
ce point. La notion de dérivée permet d’améliorer le probléme d approxi-
mation abordé dans le chapitre 2. en approchant une fonction f par une
fonction affine au voisinage de rq. » — ax 4 b telle que arg +b = f(xo):
c¢’est-a-dire une fonction affine de la forme r — a(x — xg) + f(xg): le
meilleur choix s’obtient en prenant. a égal a la dérnivée de f en xy. On
abordera la définition de la dérivée. & partir de la notion de tangente:
ce qui est plus parlant et plus conforme au point de vue historique.

Le concept de dérivée est peut étre le plus fabuleux des mathé-
matiques : ses applications se trouvent tout autour de nous dans notre
vie quotidienne: vitesse d'un avion ou d une voiture: partout on il y a
mouvement sans choc. Il permet de transformer certains problémes en ce
qu'il y a de plus simple: les fonctions linéaires. les problémes linéaires.
ceux que l'on sait résoudre.

3.1. Tangente en un point
d’une courbe plane
Soit 2 le plan affine rapporté a un repére orthonormé (O.7. ). Soit
mg = (zg.yo) € 2.

On dira qu'un point m = (r.y) de 2 approche mgy a = prés si la
longueur du vecteur mgm. notée ||mont|| est inférieure a =. soit :

Mol = V(2 —20)? + (y — yo)2 < =
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S1 S est un sous-ensemble de 2. On dira que S est arbifrairement
voisin de mp et on notera S ~ mg, sl et seulement si:

Ve >0, ImeS. tel que, |moml <e.

3.1.1. Définition

Soit f:SC PR, myge Pet S~ mg. Le symbole
ml_i)nrlno flm) = A, XA € K signifie:
megsS

Ve >, Ja > 0. tel que, ||momi|| <a = |f(m)— A <e.

On dira que f(m) tend vers A quand m tend vers mg en restant dans S.

3.1.2. Remarque
De la double inégalité:

T3V P < sup (Jal. pl) < Ve + 17

valable pour tous a, b de ®. on conclut : si ||| < a alors |r —zg| < a
etly—yol < a ot m=(z,y) et mg = (2o.%)-

“De méme si |x — x| < a et |y — yo| < o alors ||mom|] < V2a. Par
suite :

lim f(m)=A < Ve >0. 3a>0 tel que,

m-—my

(lr—zo|l < aet|ly—yl| < a)=|f(m) - <e.

Soit T une courbe de & et my € T, tel que I' — {mg} ~ mg. Pour tout
m € I' — {mo} on note P, (m) la pente de la droite passant par m et
mg ; on définit ainsi une application :

Py T—{my} >R
m > P, (m)
Si P, (m) admet une limite quand m tend vers mg en restant dans
I' — {mo}, cette limite notée P, (T'), s'appelle pente de I en my et

la droite passant par mg et de pente Pp, (T'). s’appelle tangente de T
en my.

3.1.3. Remarque

1) Cette définition n’implique nullement que la tangente « touche »
I' seulement en un point.
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mg,
m nt
tangente tangente
my
FiGure: 3.1.3.4 FIGURE: 3.1.3.B
my tangente

Ficure: 3.1.3.c

2) Exemple
Soit I' = {(x,y) € Z, y = 2%, r € R}. Calculons P, (') ou mg =
(1,1). Soit m = (1+h, (1 +h)?) un point de I' — {mg}. Ppy(m) =

1+R)2-1
%— = h+2, mom = (h.h(h +2)). Montrons que P,,, () = 2.

Pour cela d’apreés 3.1.2. on doit montrer que :
Ve >0, 3a > 0 tel que (|h| < a et |h] |h+2| < a)= |h+2-2|=|hi< ¢;
il suffit de prendre a = ¢.

La courbe T' admet comme tangente en mg la droite A d’équation
= 2z — 1. On remarquera que ’équation de A est reliée a la fonction

y
f(z) = z? par la relation :

flz)— (22— 1) =¢(z){z—1) on 11‘1_% g(z) =0 (1)

(s(m) = %13)__—_1_1 - 2)

Autrement dit pour z assez voisin de 1, 2z — 1 est une valeur appro-
chée de f(z). En fait la relation (1) caractérise l’existence d'une tangente
en un point d’'une courbe définie par une équation y = f(z).
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3.1.4. Théoréme
Soit ' la courbe représentative dans 2 de la fonction f : I — =. ou

I est un intervalle ouvert de = et mg = (xo. f(2g)) un point de T,

T' admet une tangente en mg s1 et seulement si. parmi les droites
passant par mp. il en existe une notée A. d'équation y = T'(z). telle que:
flo) = T(x) = gz,(x)(x — 2p) ol £, est une fonction définie dans un
voisinage de g (sauf éventuellement en zg) avec linl crolr) = 0. A est

I —Iog
unique et constitue la tangente de I' en mg. La pente de \. notée f/(rg).
s appelle la dérivée de f en zg.

Démonstration

[ admet une tangente en mg <= lim Ppn,(m)=A. A€ =:

m—mg

ou P, (m) = M avec m = (r. f(x)) # mg. Par suite:
L — I'p
Vz > 0. 3a > 0. tel que (Jo —xol < aet |f(r) = f(zo)] < a)

_ | J2) = flao)

L — Lo

—Al <=,

flx) — F(xo)

L — Ig

— Al <2 = [f(x) - f(xo) = Alz — xo)| < gfz — zo|

= |f(x) = flxo)| < (A+ &)z —xo|  (2)

(2) entraine que f est continue en xzy. Par suite pour a > 0. 34 > 0. tel
que :
|z — xo| <v = [f(x) = flxo)| < a.

Donc si |2 — zg| < 6 avec § = inf(a.4). on a |r — zg] < a et

|f{x) = f{xo)] < a dou
) = Steo) _

X — IQ

Par suite:

im  Ppo(m) = A= lim M -

m—mo r—=ro I — Iy

ce qui entraine en particulier que A est unique. En posant

RO (I

L — Ig

T

on a:

fle) = A(e — xo) — flxo) = 74, (&) (2 — xo). avec Ili}]rl 2. (2) = 0:
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et la droite A d'équation y = A(x — xg) + f(xp) est la tangente unique.
de I' en mg.

Réciproquement. soit une droite D passant par mg. d’équation y =
ple — o) + Fxo) telle que

fle) = fleo) — ple — 2g) = 570 () (2 — o). o0t lim z,,(r) =0

Ir—=ro (3)

D’aprés (3) f est continue en rg et
lim fx) = flro) _ p. (4)

r—=ro r— o

Par un raisonnement analogue & celui fait précédemment on montre que
la pente. P, (I'). existe en mg et

lim P, (m)= lim flz) = Jlzo) =p
m-—-mpop r—=ro £ — ,Z’O

Donc I admet la droite D comme tangente en my. et cette tangente
est unique par suite de 1'unicité de p. d’aprés (4).

3.2. Dérivée en un point. Différentielle

D’aprés le théoréme 3.1.4. on peut poser naturellement la définition
sulvante.

3.2.1. Définition

Soit f: I C = — =. [ intervalle ouvert de = et I' la courbe représen-
tative de f dans &

On dira que f est dérivable en rg si I' admet une tangente A au point
mg d abscisse xg.

A étant unique. la pente de \ s’appelle la dérivée de f en zp et est
notée f'(rp).
3.2.2. Remarques

1) D apreés le théoréme 3.1.4. f est dérivable en rg. de dérivée f'(rg).
si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée:

fle) = flao)

) i, T =
i) f(r) = flro) + fl{wo){e — xo) + 2zo(r) (2 — o)

0
avec lim <, (x) =0
r—ro
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f(zo+h) — f(zo)
h

—0), on convient de dire que la fonction f admet une dérivée infinie

en rg. Le graphe de f admet alors au point d’abscisse ry une tangente

paralléle a I'axe Oy.

2) si f est continue en xg et si ’Ein}) = +oc (ou
—_

3.2.3. Différentielle d’une fonction en un point

Soit f: I C B — R, I intervalle ouvert de R. Si f est dérivable en
zg € I, on peut écrire dans un voisinage de o, en posant £ = 2o + h.

f(zo+ h) = f(zo) = f'(zo)h +e(h)h (1)

avec lim e(h) = 0.
h=0

Ay

\

X5 X,+h X

Ficure: 3.2.3.

La relation (1) signifie que Ay = f(xo+h)— f(zp). 'accroissement de
fde xo & zo+h, est la somme de deux termes: un premier terme f'(xg)h
linéaire par rapport a I'accroissement de la variable . et un second terme
g(h)h. un infiniment petit d’ordre au moins un par rapport a h.

Géométriquement, le premier terme représente l'accroissement de f
mesuré le long de la tangente en myq, alors que le deuxiéme terme mesure
la différence entre la véritable valeur de f en xo + h. et cette valeur
mesurée le long de la tangente (Fig. 3.2.3).

f/(zo)h s’appelle la partie linéaire principale de ’accroissement Ay.
L’existence de la dérivée de f en zo implique la possibilité d’isoler dans
Ay cette partie linéaire principale. La partie linéaire principale définit
une application linéaire h — f'(zg)kh de R dans R appelée la différentielle
de f en z¢ et notée d fzo).

h— d f(zq)(h) = f'(xza)h.

La différentielle de ’application identique  + x de R, en un point
quelconque zy de R est ’application linéaire h — h qui ne dépend pas
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du point zg considéré. En notant (par abus de notation) d z cette appli-
cation, on pourra alors écrire

d f(zo)(h) = f'(zo) [d z(h)]
= (f'(zo)dz)(h). VheR

Dol
d f(@0) = f(x0)dz |
Ainsi YA € R*, f'(zq) = d{l(;zfigh) = dﬁ(jo)(h). d’oti la notation :
Fzo) = df(-l‘o)
dz

Ainsi s1 f est dérivable en zg on pourra écrire :

[F(zo+ h) = f(z0) +d Flzo)(h) + exo(h)h]

avec ;in%) £ro(h) = 0. Dot la définition suivante:
-

3.2.3.1. Définition

Soit f : I C R — B, I intervalle ouvert non vide de %, et x4 € I.
On dira que f est différentiable en zg si. et seulement si: il existe une

application linéaire Lf de [ dans X telle que:

fleo+h) = f(zo) + LI (h) + <o (R)h.  avec %gr(l) £zo(R) =0

3.2.3.2. Remarques
1) Si L£O existe, elle est unique et s’appelle la différentielle de f en xg.

2) LI (h) = L{ (1)-h. D'ou: f différentiable en zo <= f dérivable
en ro et LI (1) = f'(xo).

3) La définition 3.2.3.1 se généralise facilement a une application de
E7" dans RP (voir Chap. 5).

3.3. Propriétés des fonctions dérivables

3.3.1. Si f est dérivable en z,, elle est continue
en ce point(3.2.2.1).

La réciproque de cette proposition est inexacte. La fonction f définie

par:
1

flz) = zsin — r#0

0 r=0

est continue en 0, mais non dérivable en ce point.
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3.3.2. Si f est dérivable en 2 on a:

f(x) = f'(xo)h — f(x0) = 255 (R)A
avec h = r — rg. et %in}) gro(h) = 0 Clest-a-dire: V= > 0. 36 > 0. tel que.
-
|h| < d = |zz,(R)| < =. Dou:

—zh < fle) — f(xg)h — f{zg) < zh. pour |h| < 4. (1)

La relation (1) a une signification géométrique : si f est dérivable en xg,
au voisinage de rg. le graphe de y = f(z) est compris entre deux droites.
faisant des angles arbitrairement petits avec la tangente au graphe en &g
(Fig 3.3.2). Il résulte facilement de la relation (1) qui si f'(rg) < 0. 1l
existe d > 0 tel quesi 0 < h < d.on a:

flzo —h) > f(zo) > flxo + h) (2)
Alors que si f/{rg) > 0. il existe § > Q0 tel que si0 < h < d.on a:

flro —h) < flro) < flao +h) (3)

3.3.3. Définition

Une fonction f(z) est dite avoir un mazunum local (resp. un miniumum
local) en un point ry € [. s'il existe a > 0. tel que f(x) < f(xg) (resp.
f(z) > f(xo)). pour x €lzg —a.rg+ a[Nl.

Si f a un maximum local ou un minimum local en zy. on dira que f
a un ertremum local en rg. On a la proposition suivante :

3.3.3.1. Proposition

Si f(r) a un extremum local en rg. et si f est dérivable en r¢ alors

f'(xo) =0.

Preuve — Si f'(xg) # 0. alors f ne peut pas avoir d extremum local en
rp. d'aprés les inégalités (2) et (3) de 3.3.2. Toutefois st une fonction
f admet une dérivée nulle en zg. elle n'admet pas nécessairement un
extremum local en ce point. comme le montre I'exemple:

flry=02% et xy=0.

Pour une fonction f dérivable, les points ol elle atteint un extremum,
sont & chercher parmi les solutions de 1'équation :

fix)=0
appelées les points critiques de f.

Les points critiques jouent un réle prépondérant dans l'étude des
fonctions différentiables.
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3.3.4. Dérivée a gauche et dérivée a droite

On dira qu une fonction f définie sur un intervalle ]a, 2o (resp. [zo. b[)
est dérivable @ gauche (resp. ¢ droite) en xq. si et seulement si

B — -

lim f(zo +h) = flzo) existe (resp. lim flzo+ h) = J(zo) existe).
h—0 h h—0 h

20 h>0

Cette limite. notée fg(zo) (resp. fi(xro)). s'appelle la dérivée a gauche
(resp. la dérivée & droite) de f en x. Dans ce cas les demi-droites d'équa-
tions y = f(zo)+fy(zo)(x—r0). et y = fxo)+ fi(xo)(xr—20o). s’appellent
respectivement la demi-tangente @ gauche et la demi-tangente a droite
au point mgy = (xo. f(zg)). D'aprés la définition de la limite

f est dérivable en rg fa(xo) et fi(zo) existent
de dérivée f'(xp) et sont égales

Par contre fg(zo) et fj{xo) peuvent exister sans que f'(xo) existe.

Exemples.
Pour f(z) = |z]. f3(0) = L et f (0) = —1.
<r<
Pour f(z) = {i 3 (1) ; i _S- ; fg(1} = 1. mais f;(1) n'existe pas.

3.3.4.1. Dérivées d’ordre supérieur

Si f'(z) existe dans un voisinage ouvert 1, (zg) de xp. on aura une
fonction notée f/ de 1, (zg) définie dans = par:
[ oVa(zo) — =
£ f(2)

Si f' est dérivable en zg. sa dérivée notée f(rg) est appelée la dé
rivée seconde de f en xy. En itérant ce processus. on définira la dérivée

d’ordre p de f en rg notée fP)(xo).

L'existence de f(P)(zq). suppose celle de f**(20) dans un voisinage
de xgpour k=1.2.... .p—1

Soit f: I C = — = (I intervalle de =).
— On dit que f est de classe C sur [ si f est continue sur /.

— On dit que f est de classe CP sur I (p > 1) si fP) est définie et
continue sur /.

— On dit que f est de classe C"*° sur [ si pour tout p € M, f est de
classe C7 sur [.
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3.3.5. Opérations algébriques
sur les fonctions dérivables

3.3.5.1.
Il résulte immédiatement de la remarque 3.2.2.1 que si f et ¢ sont

dérivables en rg. et si A est un réel. alors Af et f + g sont dérivables en
2o les dérivées sont respectivement Af/(xg) et f'(xg) + ¢’ (z0).

3.3.5.2.

Si f et g sont dérivables en xg alors fg est dérivables en xp et l'on
a:

{(£9)'(20) = f(z0)g'(z0) + f'(20)g(0) | (1)

(1) <= fg est différentiable en xg et 1'on a:

[d(/9)(x0) = f(xo) dg(xo) + g(xo) d flro) ]

Preure — Les hypothéses entrainent

flzo+h) = flwo) + hf (o) +21(h)h. limei(h) =0
g(zo+h) = g(ro) + hy'(z0) + 22(R)h.  lim 25(h) =0
d'ou:
(f9)(xa + h) = (fg)(xo) + (f(x0)g'(x0) + f'(x0)g(x0)) h + =(h)h
ol
2(h) = f(zo)z2(h) + g(xo)e1(h) + £2(h)e1(h)
+ f'(xo)g' (xo)h + hf'(x0)z2(h) + hy'(x0)z1 ().

Par suite gin% £(h) =0.De 3.3.5.1et 3.3.5.2 on conclut que I'ensemble des
—

fonctions dérivables en g est une sous-algébre de 1'algébre des fonctions
continues en zg.

3.3.5.3.

Si f est dérivable en zg et si f(xg) # 0. f étant continue en rg. il
existe un voisinage 1, {zg) =]rg—a. rg+a[. tel que pour tout r € 15,(r).

1 . . .
f(x) # 0: alors — est définie sur V,(rg). dérivable en zg. et sa dérivée

f

est :
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1 .
(1) <= ? est différentiable en o et 1'on a:

1 1 )
d(?) (20) = = 7 d ) ()
Preuve
f(l:v) - f(io) -1 flz) — f(xo)

PEF Y e e

1l résulte des théorémes sur les limites que:

3.3.6. Dérivée d’une fonction composée

Soit f une fonction dérivable en zg et g une fonction dérivable en
Yo = flxo). g {etanF définie dgns un voisinage 17, de yo. et f étant
continue en xrg. il existe un voisinage 1z, de g, tel que f(V%,) C V.

La fonction g o f est définie sur le voisinage 1,. dérivable en zq et
sa dérivée est :

(g0 f)'(x0) = '(f(20)).f'(x0). | (1)

(1) <= go f est différentiable en xp et l'on a:

|dlg © £)(x0) = dg (f(z0)) o d (o). (1)

ousilny a pas d’ambiguité sur rg. d(go f) =dgod /.

Preuve — D’aprés la définition de la dérivée:
fle) = flxo) = [f'(xo) + 21(x) (2 — 20)] (2)
9(y) — 9(yo) = [9' (o) + =2(y)(y — vo)] (3)

avec him gi{x) =0et hm =a{y) = 0.
r—ro Y—ryo

Posons y = f(xr) pour r € 1, dans ce cas: de (2) et (3) on tire:

g(f(2)) = 9(f(xo)) = [¢' (f(x0)) + =2 (F(x))][f'(x0) + £1(2)] (2 — x0)
=[¢' (f(zo)} - f(x0)] (x — xo) + =3(x)(x — o)

ou z3(x) = ¢’ [f(xo)e1(x) + e2(f(2)] [f'{x0) + z1(x)] et lim z3(x) = 0.

r—=ro

car lim z1(x) =0et lim =2(f(2)) = 0.
Ir—rg IT—>To
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3.3.7. Remarque

Si z = g(y) est une fonction différentiable, notons *y = f(x) le chan-
gement de variable ou f est une fonction différentiable. La formule (17)

peut s'écrire sous la forme.
d*g =xdg (2)

En effet

d*g =dlg (f(x))] = g (f(x)) de.
xdg=x(g'(y)dy) = +¢'(y) *dy
=g (y)d*y
(d y étant la différentielle de l'application identique y — y). Donc

xdg =g (f(z))df=1[¢ (f(z)) f(x)]ldz
d'ol ,
g (f(x)) =g (f(x)) f(x)
(2) exprime que le changement de variable et 'opération d de différen-tiation
commutent.

La formule (2) qui peut étre généralisée a des fonctions de 2™ dans
&P est capitale en analyse.

3.4. Théoréme de Rolle. Théoréme
des accroissements finis

Dans ce paragraphe, on établit un ensemble de résultats reliant les
valeurs d'une fonction f aux extrémités d’un intervalle [ & la valeur de
la dérivée de f en un point convenable de Pintérieur de I.

3.4.1. Théoréme de Rolle

Soit I un intervalle de K. f : I — & une application. Si f est continue

sur [ et dérivable sur f (; désigne I'intérieur de 1), alors Va, b € [ tels
que a < b, f(a) = f(b) = 0 = Ic €)a, b[ tel que f'(c) = 0.

[+
Preuve — I étant un intervalle. si a, b € I. alors [a.b] C I et ]a,b[C I:
par suite f est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja.b|.

— Si f s’annule sur [a. b] alors
F)=0 Vtela,b[.

— Si f n’est pas identiquement nulle sur [a, b], quitte & changer f en —f,
on peut supposer que f prend certaines valeurs strictement positives sur
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[a,b]). D'aprés le théoréme 2.8.3. f atteint en un point ¢ de [a, b] sa borne
supérieure, avec nécessairement f(c) > 0.

Par suite ¢ €]a, b et d’aprés 3.3.3.1 f'(¢) = 0.

Interprétation géomeétrique — Si les hypothéses du théoréme 3.4.1
sont vérifiées, alors soit a, b € I, tels que f(a) = f(b) = 0, le graphe
de la restriction de f a Ja,b] admet au moins une tangente horizontale
(Fig. 3.4.1).

FiGure: 3.4.1

Comme conséquence du théoréme de Rolle on obtient le théoréme
fondamental suivant.
3.4.2. Théoréme des accroissements finis

Soit I un intervalle de =, f : I — = une application. Si f est continue

0
sur I et dérivable sur . alors:

Va.be I. 3c €la.b. tel que: f(b) — f(a) = f'(c)(b— a)|

Preuve — On construit une fonction » continue sur I et dérivable sur ;

telle que »(a) = p(b) = 0. Soit y = T(x) I'équation de la droite .\ passant
by —

S0 = F@)

par les points (a. f(a)) et (b. f(b)) de la forme y = P

fla). Considérons

0
D aprés les hypothéses, \» est continue sur [ et dérivable sur . et puisque
ola) = o(b) = 0, il existe ¢ €]a. b] tel que:

0=y'(c) = flle) — M

Si les hypothéses du théoréme 3.4.2. sont vérifiées, alors pour tous points

. Interprétation géométrique —
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a, b de I, le graphe de la restriction de f a Ja.b[ admet au moins une
tangente paralléle 4 la droite joignant les points A = (a. f(a)) et B =

(b, £(b)) (Fig.3.4.2).

FiGURE: 3.4.2

Le théoréme 3.4.2 peut étre généralisé a deux fonctions de la fagon
sulvante:

3.4.3. Théoréme de Cauchy

Soit [ un intervalle de 2. f, g : I C & — 2. Si f et g sont continues

o
sur I et dérivables sur I alors

J'(0)]g(b) = g(a)] = g'()[f(b) — fla)] (1)

Va.beI. dc €]a. b, tel que: —]

Preuve

— si g(b) = g(a). d'aprées le théoréme de Rolle. il existe ¢ €]a. b[. tel
que ¢g’(c) = 0 et (1) est alors vérifiée.

— si g(b) # g(a). considérons la fonction

f(b) — fla)

Pla) = f(2) = fla) = s

(9(z) — g(a)).

» vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle; donc il existe ¢ €]a. b[. tel
que:
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3.5. Applications
3.5.1. Fonctions monotones

Proposition — Soit [ un intervalle non videde . f : I C = — =

[+
une fonction continue sur I et dérivable sur 7 :

0
(1) st f'(r) =0 sur /. alors f est constante sur [;
e . ° . .
(i1) si f'(x) > O sur I. alors f est strictement croissante sur I:
v . ° .
(ii1) si f'(z) > 0 sur /. alors f est croissante sur I:

Q

(iv) st f'(x) < O sur 7. alors f est strictement décroissante sur [:

[}
(v)si f'(x) <0sur . alors f est décroissante sur /.

La démonstration. facile. est laissée au lecteur (on appliquera le théo-
réme des accroissements finis).

3.5.2. Calculs d’approximations

Le théoréme des accroissements finis peut étre appliqué pour calculer
une valeur approximative d une fonction en un point. et estimer 1'erreur
ainsi commise.

Eremple. Calculer v/105.

On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f(z) =
Vo entre les points a = 100 et b = 105: on a:

V105 —VI00 = ——  100< c < 105
2y/c

de 10 < /e < V105 < /121 = 11 on tire:

5 _ 5
5x11 < V0= 10<575

et 10.22 < /105 < 10. 25.
On peut encore améliorer cet encadrement : en effet de v/105 < 10,25
on tire que /e < 10.25 donc

3 oy
0243<m< 105 — 10

d’ou
10.243 < V105 < 10.250
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3.5.3. Localisation des racines d’une fonction

Soient deux fonctions f et g telles que f/'(z) = g(z). Alors entre deux
racines de f il existe au moins une racine de g (théoréme de Rolle). Ainsi
sl g(r) = cosr et f(xr) =sinr. on déduit qu'entre deux racines de sinz
il existe au moins une racine de cos r. Mais de ¢'(z) = —sinzx = —f(x).
on conclut qu’entre deux racines de coswr, il existe au moins une racine
de sinz. D'ou les racines de cos r et sin z alternent dans F.

3.5.4. Régles de I’Hépital

Les deux théorémes qui suivent sont trés utiles pour évaluer certaines

L. o, . C o, . . 0 x
limites. et en particulier étudier les indéterminations de la forme 0 =
x

et 0 x x.
3.5.4.1. Théoréme (régle de 1'Hépital pour 2)
Soient deux fonctions f(z) et g(x) continues sur [a.b] et dérivables

sur Ja.b[. telles que ¢'(z) # 0 pour tout r €]a.bf. et f(a) = g(a) = 0.
Dans ce cas:

s1  lim fiz) =4, alors lim = _
r—a g’(,r) r—a g(z)

fx) {‘

Preuve — On suppose tout dabord —x < 4 < +x.
f'(x)
g'(r)
ro. D'apreés le théoréme de Cauchy 3.4.3. appliqué a lintervalle [a. z]. il
existe ¢ €]a, z[ tel que

Pour tout ¢ > 0. il existe xrg. tel que Al < s, poura < r <

f(x)

9(x)

Dans le cas o A = +oc (resp. —>c) l'inégalité (1) est remplacée par

fiie) o1 f(x) 1 : R

; > — ou = < —= et le raisonnement est alors le méme.
g'(x) = g'(xr) £

= 1% . .41 <e(l).sia<z <o Dot le résultat.

3.5.4.2. Théoréme (régle de 1'Hopital pour )

Solent deux fonctions f(r) et g(x) continues et dérivables sur ]a.b[.
On suppose que f et g admettent des limites infinies au point a.
!
. . £
Si g'(x) # 0 pour tout x €la.b[ et lim f,( ) =4
s=a g'(r)
f(x)

Alors lim = 4.
r—a g{z)
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Preure — On suppose tout d'abord —x < 4 < +x.

fla)
g'(r) A

<z pour a <.r<rg(l).

Soit £ > 0. Il existe rg tel que

Soit D(x, xrg) défini par:
fla) _ o) = flao)

_ glzo)
ou D(x, xg) = % et hm D(x,xg) = 1. *)
—_ Ir—a
flr)

D’aprés le théoréme de Cauchy appliqué & [z. zg]. il existe un point
¢ €]r. o[ tel que:
flx) _ f{e) f'(e) | flo)
= D(r.zo) = D(r.ry) -1
o) = (0 P = g e Pl

I'égalité (*) implique qu'il existe 5 > 0 tel que pour tout r €]a.a + A[.
|D(z.xo) — 1| < 2. Il en résulte que pour tout x €la.a+~+[, on a

r (e (¢
‘f( )_.-1‘ <L) —A‘+ P Do) 1) < 2 + 2 (4] + 2)
9(z) g'(c) g'(c) (2)
D’ou le résultat.
Sid=+x.
7
1
(1) est remplacé par f,(c) > -
(c) = =
" Flr) L Fla1 1
r e
é > — —.
(2) est remplacé par 20) > g(0) 2 > 5%
3.5.4.3. Remarques
7
1) Les théorémes 3.5.4.1 et 3.5.4.2 sont encore valables si lim f’(r) =
r=b g (.l’)
A ainsi que dans les cas ol a = —x ou b = +x.
.. . fi(x) ..
2) La condition lim = = A est une condition suffisante pour que
r—a g'(r)
lim f(z) = A, mais ce n’est pas une condition nécessaire.
e—a g(r)

FEremple. — Soit f(r) = ,rr“’sinl pour & # 0 et f(0) = 0. et g(x) = x.
L
On a

f'(z)
g'(z)

n'a pas de limite quand & — 0.

alors que
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3.5.4.4. Exemples
I I e.l'
1) im —= lim —= lim —=+x:
r=+x r- r—+2 2r ro+ac 2
e.l‘
de méme lim — =+4+x.nel™,
ro4x pt
. log . = ) 1
2) hm 8T _ lim L = lim — =0.
=+ " r—=+x nrt- r—=+x nr’
. . logr . 1 "
3) lim r"logz = lim % = lim —=0= lim —=0
r—0+ r—0+ o r—0+ — =3 r—=0t n

3.5.5. Convexité des graphes

Le plan 2 étant rapporté & un repére orthogonal (O.7.). on dira
qu'un point 1 d'ordonnée y; est «au dessus» d'un point 1fy d’ ordonnée

Yo sl y1 > yo-

Soit A un sous-ensemble de 2. On dira qu'un point M/ d’abscisse
xys est au-dessus de A (resp. au-dessous de ). s1 A contient des points
d’abscisse ryr et si M est au dessus (resp. au-dessous) de tout point de

A d'abscisse zy;.

3.5.5.1. Définition

Une fonction f définie sur [a.b] est dite convere. si pour tout couple
de points ;. M, d’abscisses z;. 2 du graphe de f. tout point M du
graphe de f d'abscisse r € [r.z2], est au-dessous du segment [ .1/5].

)l A

FIGURE: 3.5.5.1

3.5.5.2. Remarque

=V

Il est facile de montrer que la définition 3.5.5.1 est équivalente a: f
est convexe sur [a.b] si pour tout couple de nombres réels xy et zy de
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[a.b], et tout réel A tel que 0 < A< 1l.ona:
fQArr+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A) f(x2). (1)
(1) est dite inégalité de convexité.

3.5.5.3. Définition

Une partie A de 2 est dite convexe si elle contient tout segment [PQ]
dont elle contient les extrémités P et Q).

3.5.5.4. Remarque

On pourra aisément démontrer. & titre d'exercice, qu'une fonction
f est convexe si et seulement si I'ensemble A des points de 22 situés
au-dessus du graphe de f est convexe.

Dans le cas ou f est dérivable, on a le résultat suivant :

3.5.5.5. Théoréme

Soit f est une fonction continue sur [a.b] et dérivable sur ]a,b[. Si
f’ est croissante sur Ja.b[. alors f est convexe sur [a, b]. Réciproquement
si f est convexe sur [a,b] et dérivable sur Ja.b[. alors f’ est croissante
sur Ja, b[

Preure — Soient r et y deux points de [a.b], avec r < y et soit z = ay+
(I1—a)x,avec 0 < a < 1. On veut montrer que f(z) < af(y)+(1—a)f(xr),
ou, ce qui revient au méme. que:

(1-0a)[f(z) = f(a)] < a[f(y) = f(2)]

D aprés le théoréme des accroissements finis il existe cet d. ¢ < ¢ < =
et z < d <y tel que:

f étant croissante on a: f'(c) < f'(d) et puisque (1—a)(z~r) = a(y—=)
on déduit que:

(I=a) [f(2) = f(x)] = (1-a) f'(c)(z—2) < af'(d)(y=2) = a [f(y) — £(2)]
d’ott le résultat.

Réciproquement — Si f est convexe sur [a.b], alors en tout point de
la, b, f admet une dérivée & gauche et une dérivée a droite telles que:

file1) < fie1) < fy(@e) < Fylas). Vas.zz €lablet o < 22 (2)
(voir exercice 7).

Si f est dérivable sur Ja, b[, alors fj(z) = f;(z) = f'(z). la croissance
de f’ résulte alors de (2).
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3.5.5.6. Remarque

On peut montrer que le graphe de toute fonction convexe, dérivable,
est au-dessus de chacune de ses tangentes.

o El)l( effet l)’équ;(tior)l de la tangente au point (zg. f(zg)) est: y =
ro)lr —xg)+ flxg).

On veut montrer que
f(z) = fleo) = (& — 20) f'(x0) > 0.
D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a:
f(z) = f(xo) = (x — xg)f'(c) ol cest compris entre ry et .
L'inégalité & démontrer est alors :
(x = 20) (f/(c) = f'(z0)) > 0.

Elle résulte du fait que f’ est croissante.

3.6. Théoréme des fonctions inverses
Soit f: S C = — E. A tout point y € f(5) on associe

ey ={res, flz) =y}
Si pour tout y € f(S), ey = {x}, on définit alors une application

e f(S)—=S
y—r tel que e, = {z}
» s’appelle la fonction inverse ou réciproque de f. Le probléme des fonc-
tions inverses est de trouver les conditions suffisantes sur f, pour assurer

I'existence de ¢ et dire quand ¢ est continue (resp. dérivable) si f est
continue (resp. dérivable).

En général ce probléme n’admet pas de solution globale, comme le
montre I'exemple de la fonction

fF Rk
r—r?

qui n'est pas inversible sur [¥ tout entier mais seulement sur R4 ou 2 _.

3.6.1. Théoréme

Soit f une fonction numérique, de domaine de définition Dy C R
vérifiant dans un intervalle 7 (I C Dy) les conditions suivantes:

1) f est continue sur /
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2) f est strictement monotone sur [.
11 existe, alors, une fonction unique o telle que:

Dy = f(I) = J est un intervalle,

flely)) = y pour y € J.
p(y) € 1.

© est continue et strictement monotone (dans le méme sens de monotonie
que f) sur J. @ est appelée une détermination de la fonction réciproque

de ¢ associée d 1.

Si de plus, f'(zp) existe en xo € I et f'(zq) # 0, alors ¢ est dérivable
en yo = f(ro) et on a:

¢ (yo) = F(zo)’

Démonstration

1) Si f est continue sur l'intervalle . d'aprés 2.8.1. f(I) = J est un
intervalle.

11) Supposons f strictement croissante sur I, alors f admet une fonc-
tion réciproque ¢ définie sur J = f(I) et strictement croissante sur J.
En effet si y; € J. il existe z, € I tel que y; = f(z1), et il n'existe pas
un autre r; # z1 tel que f(zo) = y1: sl 9 # 1, ou bien x9 > 7 et
ona f(rz) > f(z1). oubien 3 < r1 et ona f(rz) < f(z1). En posant
z1 = p(y1), on définit une fonction sur J vérifiant 'égalité f(p(y)) = v,
Vy € J. De plus ¢ est strictement croissante car si r; = @(y1) et
ro = (ya), y2 — y1 et zo — z; sont de méme signe.

1i1) Montrons que @ est continue sur J. Supposons encore que f est
strictement croissante. Soit yg € J. il faut montrer que Ve > 0, 3h > 0,
tel que:
ly — ol < n = |e(y) = v(wo)| <<

Posons g = v(ya) <= yo = f(xo).
Soit € > 0. choisissons un entier n tel que:

C‘

rg — —.rg+ ] C 1.
n
Par suite de la croissance stricte de f, on a

f (.l‘o + ;;) =yo+c (avece>0)et f (.l‘o - %) = yo~d (avec d > 0).

Choisissons un nombre n > 0, tel que:

[bo—nyo+n Clyo—d.yo+c[C J.

D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, et de la stricte croissance
de f. pour tout y €]y — 0. yo + n[ il existe un et un seul point

&

£ €
xe]zo—;‘x0+;[ tel que y= f(z) <= z=p(y)
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d’ot
< z.

S|

ly — vl < 1= lp(y) — 2(y0)l <

iv) On suppose que f'(rg) existe en zg € I et f'(xg) # 0. Soit
Yo = flxo) <= zo = @(yo), on cherche la limite. si elle existe. du
¢(yo + k) — v(yo)

rapport quand k — 0. Si k est assez petit, yo + k est
une valeur prise par f. On pose h = p(yo + k) ~ p(yo). Alors rg = 2(yo)
et p(yo+k) = zo+h = flzo+h)=yo+k Dotk = flro+h)—f(zo).

sih—0onak—0 (festcontinueen xp)

sik—>0onah—0 (pestcontinueen yp)

par suite
: @(yo + k) —(yo) _ 1. 1 _ 1 '
hmk—)O k - Al_l;% f(1'0+hh)—.f(-l‘0) - f’(IO) (f (I0)¢
0)

3.6.2. Exemple

Soit f(x) = £3 — 2z + 1. La restriction de f a l'intervalle ] \/3', +x{
admet une fonction réciproque ®. Calculons ®'(0) et ®(5). f'(z) =

322 — 2. Donc f est strictement croissante sur }\/g +c [

On sait que ®'(y) = f’?z‘)' f(1) =0 < 1 = ®(0), et puisque
f'(1) = 1 on obtient ®'(0) = f’zl) =1
De méme f(2) = 5 <= 2 = ®(5). et puisque f'(2) = 10 on a
= L - L
6= 5 = 10

3.6.3. Applications

3.6.3.1. Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques.
THEOREME ET DEFINITIONS

Les restrictions respectives des fonctions sinus, cosinus et tangente
aux intervalles [-3, £]. [0, 7] et ] — 7, 5[ admettent des fonctions réci-
proques, appelées Arcsinus, Arccosinus et Arctangente. définies et conti-
nues sur [—1,+1] pour les deux premiéres et sur ] — oo. +x[ pour la

derniére.

Elles vérifient les propriétés suivantes:

I3

(1) sin (Arcsinz) = 2 ; —g < Arcsinz < —.

[ )

(2) cos {Arccos ) = . 0 < Arccosz < .
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(3) tg(Arctgr) = x:

7 T
—— < Arctgr < —.
2 ® 2

De plus. Arcsin. Arccos sont dérivables sur | — 1. 1[ et Arctg sur =.

(4) (Arcsinz) = —\/11_—_? Ve €] - 1.1].
— r-
(:)) (AAI'CCOS.I')l = —% v-l‘ E] - 1. 1[
— r-
(6) (Arctgz)' = 1‘—1-1_15 Ve €] - x.+x].

D’ou les courbes représentatives :

A ) .
»1 . Yty = Arcsinx
) =sina K/Z ==
| i
I
i
-n/2 0 R -1 0 ; R
E n2 X : 1 X
. -1 |
-------- 1 -2

FIGURE: 3.6.3.1A

Y = Cos X

FiGgure: 3.6.3.1¢

FIGURE: 3.6.3.1B

y = Arccosx

n/2

0 1 x

FiGcUrre: 3.6.3.1D

v
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) A
: Ya E y=tgx y
! ! y = Arclgx
.: ' o /2
i R R
f !
o/ 0 ,
-ni2; 2 x x
! j
! | S —"-_{r?é"%' """""""""
| |
I |
FIGURE: 3.6.3.1E FiGURrE: 3.6.3.1F
Démonstration — Faisons la démonstration pour la fonction sinus. La

fonction sinus est continue sur [~ 7. 7] et strictement croissante sur[—%. §].
sa dérivée, cosr, étant strictement positive sur | — 5. 5| (Proposit_ioﬁ
3.5.1). D’aprés le théoréme 3.6.1, elle admet une fonction réciproque
notée Arcsin. définie. continue et strictement croissante sur l'intervalle
sin([~3, §]) = [-1,1] et vérifiant :

sin (Arcsinr) =z pour r € [-1.1].
Arcsin (siny) = y pour y € [—E

2 5]'

De plus en tout point y € ]—%, %[ (siny) = cosy # 0. Donc d'aprés le
théoréme 3.6.1, Arcsin z est dérivable sur ] — 1,1[. et on a:

1
cos y

(Arcsin r)’ =

. T T
, avec r =slny. yE]—§.§[

1
V1-22

fait pour les autres fonctions.

Par suite: (Arcsinz)’ = Un raisonnement analogue pourra étre

3.6.3.2. Les fonctions hyperboliques
et leurs fonctions réciproques
Notations :

cosinus hyperbolique = ch

sinus hyperbolique = sh

tangente hyperbolique =

Argument cosinus hyperbolique = Argch
Argument sinus hyperbolique = Argsh
Argument tangente hyperbolique = Argth
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THEOREME ET DEFINITION
Les fonctions sh. ch et sont définies par les formules suivantes :

sha = %(er_e—x) : chr= %(er-l-e_r) o= %

sh et sont inversibles sur | — >. +2c[ et leurs fonctions réciproques sont
notées Argsh et Argth. La restriction de ch a l'intervalle [0. +>[ admet
une fonction réciproque notée Argch.

Les fonctions Argsh. Arfch et Axrcrth sont définies et continues res-

pectivement sur | — . +oc[, [1. +x[et ] — 1. 1[. En outre:
1
Argshr) = ——. Vr €] — x. +x
1
Argchr) = ——. Vr €]l +x
1
(Argthz)’ = T2 Vr €]1,+1]. Commentaires

(1) Des formules évidentes :
chr+shr=e"chr—shxr=e""
on déduit la formule fondamentale :
ch?r—sh’r=1
(i1) ch x est paire. sh x et x sont impaires. Pour @ > 0. chr,shret z
ont des valeurs positives.
(ii1) ch, sh et sont dérivables et :
5 1
(chz) =shz: (shx) =chr: (z) =1—"r= —
ch” x

quand r croit de 0 4 +>x.che croit de 14 +x.shrde0a+x et rde
0al.

y 4 Y4

y=Argchx

)

FIGURE: 3.6.3.2a FIGURE: 3.6.3.2B
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ya y=shx
b
]
y = Arg shx
Y% R
X 0] R
x
FiGURrE: 3.6.3.2¢ FiGure: 3.6.3.2Dp
y A A
y = Arg thx y !
y=thx : :
e S i |
' 1
|
! I
0 . Y i s
X -1; 11 X
i |
I |
___________________________ i |
-l z !
! |
) |
H )
FiGURE: 3.6.3.2E FiGUrE: 3.6.3.2F

(iv) La fonction ch r est continue et strictement croissante sur [0. +[.
sa dérivée sh sur 0. 4+ [ est strictement positive. D'aprés le théoréme
3.6.1. elle admet une fonction réciproque. notée Argch. définie. continue
et strictement croissante sur ch([0. +oc[) = [1. +x|.

De plus en tout point y €]0. +x[ (chy) =shy # 0. Donc d’aprés le
théoréme 3.6.1.. Argch « est dérivable sur |1.4+>{ et on a:

1
(Argch r) = G5y avec & =chy. y€]0.+x]|

o

1
V1+ 22

Un raisonnement analogue pourra étre fait pour 1'étude de Argsh et
Argth.

Par suite: {Argchz) = (ch?y —sh?y = 1).
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v) Les fonctions Argsh. Argch. et Argth peuvent se mettre sous forme
de logarithmes népériens:

Argshr = In (x + 2+ l)

Argchze = In (.l‘ + V2~ 1)

1. 1+
Argthe = =1
gt ?nl—.l‘

Démontrons, par exemple. la premiére formule.
y=Argshr <= r=shy

dechgy:shgy—{-lz1-I—.l'2 on tire chy = v/1+ x2 car chy > 0. d'on
ey =shy+chy=zc+vV1i+r2ety=1In (z+ 1+ x?).

3.7. Suites de fonctions différentiables

Soit (fn) une suite fonctions définies sur un intervalle I de . a valeurs
dans . On a vu, dans le chapitre précédent, que toute limite uniforme
de fonctions continues est continue.

L’exemple suivant montre que cette condition n'est pas suffisante si
on remplace la propriété de continuité par celle de dérivabilité : considé-

. . . 1 1
rons la suite de fonctions définies par f,,(z) = /22 + — — —. Pour tout
n®> n

n. fn est dérivable sur F et la suite (f,) converge sur = (uniformément
sur tout intervalle [a, b]) vers f(z) = |r| qui n'est pas dérivable en 0.

D'ailleurs le théoréme d’approximation [exercice 26, Chapitre 2] de
Weierstrass affirme que toute fonction continue sur [a, b] est limite uni-
forme d"une suite de polynémes, qui sont dérivables.

En outre le méme Weierstrass a donné un exemple d'une suite de
fonctions dérivables qui converge sur = vers une fonction continue qui
n’est dérivable en aucun point.

Remarquons que la suite de fonctions dérivables
1.
falr) = —sinnrr
n
converge vers la fonction dérivable f(z) = 0 Vo € Z. alors que la suite

des dérivées f] (r) = cos nmz ne converge pas.

Le théoréme important suivant donne des conditions suffisantes sur
la suite (f,), dont la principale est la convergence uniforme de la suite
des fonctions dérivées (f},). qui entrainent la dérivabilité de f.

3.7.1. Théoréme

Soit (f) une suite de fonctions définies et dérivables sur un intervalle
I borné, a valeurs dans F. On suppose :
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— qu’en un point zg de I, la suite (f,(zg)) converge.

— la suite des fonctions dérivées (f]) converge uniformément sur [
vers une fonction g. Dans ce cas. la suite (f,) converge uniformément
sur I vers une fonction f dérivable sur I, telle que f' = g.

Démonsiration — Solent a, b (a < b) les extrémités de [ et z € I. Sim,
n sont deux entiers. on applique le théoréme des accroissements finis a
la fonction f,, — f» sur U'intervalle d’extrémités g, z. Il existe un point
y (dépendant de m et n) entre rg et r tel que:

fml2) = fo(2) = fin(20) = fnlx0) + (z = 20) (fa (¥) = Fr(¥))
d’ou
[fm(2) = fa(2)| £ |fm(x0) = falzo)| + (6 —a) [fr(¥) = fr(w)] (1)

Soit ¢ > 0. Pour > 0. dng(2) > 0. tel que pour m, n > ng on

€
2(b—a)
a: |fp(x) = fim(e)] <
sur [)

We—»a_f Vz € I (convergence uniforme de (f7)

Pour % Ini (e, zo). entier positif. tel que st m. n > ny on a:
€
[fm(20) = fa(zo)] < 3 (convergence de (fn(z0))).

D’ol, si ny = sup(ny, ng), alors pour m, n > no, on a d’aprés (1)
|fm(z) — fa(z)| < e, Vo € I (voir exercice 12, Chap. 2).

Donc la suite (f,) converge uniformément vers f, et puisque les f,
sont continues, alors f est continue sur / (théoréme 2.9.2.9 ). Pour établir
I’existence de la dérivée de f en un point ¢ de I, on applique le théoréeme
des accroissements finis & f,,, — f, sur I’intervalle d'extrémités ¢ et z.

Donce il existe un point = (dépendant de m et n) tel que:

(fm(x) — fn(2)) = (fm(c) = fule)) = (x—¢) (f:n(z) - frlz (=)

Donc pour ¢ # x, on a,

fm(x) = fmlc)  fa(x) = falc)

L —=C r—c

<2 = £r(2)] (2)

la convergence uniforme de (f},) entraine: pour tout ¢ > 0, IM (g), tel
quesim,n > M, ona:

[fm(2) = fr(2)l<e. Vzel
Donc pour m, n > M. (2) entraine:

Jm () = fm(c) _ fa(2)) = fale) <

r—c r—2cC -

€. (3)
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Si m tend vers +o¢, (3) entraine :

) = fle) _ fale)) = fule)]

£. 4
r—c r—c - ()

D’autre part il existe N (g). tel quesin > N.on a

|fr.(c) — g(c)| < ., pour tout c€ I

—
[
=

(convergence uniforme de (f}) vers g).

Soit Ny = sup(N, M) il existe dn,(g) > 0 tel que si 0 < |2 —¢| < 4,
ona:

Il =1l g o) < (6)
r—c
de (4), (3) et (6) on tire:
si 0< |r—c|<dn,(¢). alors \w —g(c)| < 3e.

3.7.2. Remarques

i) on a vu [théoréme 2.9.29] que si une suite {f,} de fonctions conti-
nues converge uniformément vers f. alors f est continue, ce qui peut se
traduire par:

lim ( lim (f, (.l‘)) = lim ( lim fn(:c)) (1)
I—=Tg \n—=+00 n—4oc \r—rg9
(1) traduit que la continuité est « transparente » par rapport a la notion

de limite.

i1) de méme sous les hypothéses du théoréme 3.7.1 on peut écrire :

iz (i i) = i (o)

la dérivation est « transparente » par rapport a la notion de limite. Les
propriétés (i) et (1) sont intimement liés 4 la notion de la convergence
uniforme. On verra un autre exemple dans le chapitre sur l'intégration.

11i) Le théoréme 3.7.1 est un moyen puissant pour définir de nouvelles
fonctions, nous en donnerons des exemples dans le § 3.9.
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3.8. A RETENIR

1) f est dérivable en xq si il existe A € R tel que:

Flzo+h) — f(zo) = hA+ he(h) on lim=(h) =0

h—0

A est par définition la dérivée de f en zo. notée f'{rg).

ii) L'application h — f'{xg)h est appelée la différentielle de f en
xg. notée d f(ro) ou simplement d f. df = f'(z)dr ou dr est la
différentielle de I'application identique A — h on a:

xdf=dx*f

ol * le changement de variable xx = g(z). dérivable. qu'on effectue
dans f'(x).

1) Théoréme des accroissements finis

f: I CE— K. Si f est continue sur / et dérivable sur I(> Alors: Va.
be I. 3c €a, b. tel que, f(b) — f(a) = f'(¢c)(b —a).

iv) Théoréme des fonctions inverses
Soit f une fonction numérique vérifiant dans un intervalle I (I C Dy)
les conditions suivantes :

1) f continue sur |

2) f est strictement croissante (resp. décroissante) sur /.

Il existe une fonction unique » telle que

Dy = f(I) = J est un intervalle.

flp(y)) =yVyeJet oy €l

» est continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur J.
£ est une détermination de la fonction réciproque de f associée a 1.

Si de plus f admet une dérivée f'(r) # 0 alors » admet également

une dérivée au point y = f(z) et ©’'(y)

f'(x)

v) Suite de fonctions différentiables

Soit {f,} une suite de fonctions définies et dérivables sur un inter-
valle borné I. Si (f,(x0)) converge pour un zro € [ et {f}} converge
uniformément sur I vers g alors:

— (fn) converge uniformément sur I vers une fonction f. dérivable
sur I, telle que: f' = g.

3.9. Exercices et problémes

1) Soient k un nombre réel et f la fonction réelle définie sur & par

flr) = r2cos <l) +hkr sizx#0. et f(0)=0.

x
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a) Démontrer que f est dérivable sur = et calculer sa dérivée en tout
point de =.

b) On suppose 0 < |k| < 1. Démountrer que pour tout nombre réel

a > 0. la fonction dérivée f’ change de signe sur l'intervalle | —a.a[. La

fonction * — f'(r) est elle continue sur =7

2) Soit la fonction g définie sur = par
. 1

g(x) =a7sin | ——=
vz

a) Montrer que f est continue et dérivable sur =.

sie#0 et f(0)=0.

b) Montrer que f’ est continue mais n'est pas bornée.

3) Soit la fonction f définie sur = par f(x) = r? sin(%) stz # 0 et
£(0) = 0.

a) Montrer que f est continue et dérivable sur = et calculer f.

b) f’ est elle continue. bornée?

4) Montrer que la fonction h définie sur l'intervalle ]2.+x[ par
h(z) = 23 — 3x? admet une fonction réciproque y strictement crois-
sante et dérivable: déterminer l'intervalle de définition de p. Calculer

¢ _
w(=2) et £'(=2).

5) La lumiére émanant d'un point source S illumine une surface
circulaire C'. avec une intensité proportionnelle au cosinus de 1'angle 6
d’'incidence et inversement proportionnelle au carré de la distance d a la
source (voir figure).

FIGURE: 3.9.5

A quelle distance x doit-on placer la source lumineuse S au-dessus
du centre d'un disque de 12 ¢cm de rayon pour que l'illumination soit
maximale?

6) a) Montrer que la fonction g définie sur [—1.1] par g(z) = ez

si > # 0 et g(0) = 0 est indéfiniment dérivable et vérifie ¢(")(0) = 0.
Yn > 1.
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b) Soit @ > 0. f : [—a.a] — & une fonction continue. Montrer que si
f est nulle sur ] — a, a[, alors f est aussi nulle sur [—a, a].

¢) On suppose que f est indéfiniment dérivable sur [—a.ad] et que:
i) £(0) =0, f")(0) =0, ¥n > 1:
") (2)

— < 0" pour tout r € [~a.d] et pour
n!
tout n > 1. Montrer que f est nulle sur [—% %]

i1) il existe p > 0 tel que

k
d) On suppose que a est de la forme —. ou & € I7". Déduire de b)
0

que f est nulle sur [—a. q].

7) Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [ de =. On

dit que f est convexe sur [. sl f (L—;_—y> < %[f(x) + fly)] pour tout

couple (r.y) de I x I.
a) On suppose f continue et convexe sur /.

1) Montrer que pour tout entier n > 2. on a:

f(rlﬂﬁzulﬂn) < 5 U]+ flaa) o fla)]

[\

pour tout n-uplet (ry,rs..... r,) d'éléments de I.

i) Montrer que si z,y € I et si t € [0, 1], alors
FA=tr+ty) < (1-t)f(r) +1f(y).
ii1) Montrer que si & < y < = sont des éléments de [, alors

fly) = flz) < f(z) = fx)
y—-r - r—xr

En déduire que si w < x < y < = sont des éléments de /. alors

Jle) = flw) _ 12) = £(3)
r—u - -y

iv) Montrer que f posséde une dérivée & gauche et une dérivée &
droite. et que les points x de I tels que f’(r) n’existe pas constituent un
ensemble dénombrable.



Chapitre 4 : APPROXIMATION
POLYNOMIALE
D'UNE FONCTION

Introduction

Les polynomes font partie des fonctions les plus simples qu'on ren-
contre en analyse. Leurs valeurs en un point sont aisément calculables
par des opérations algébriques élémentaires. Dans ce chapitre. on cherche
a approcher une fonction par un polynéme ; et si la différence entre la
fonction et son polynéme d approximation est assez petite. alors en peut
dans certains cas pratiques remplacer les calculs sur la fonction. par des
calculs sur son polyndme associé.

Il existe plusieurs maniéres d approcher une fonction par des poly-
némes. suivant l'usage qu'on veut faire de cette approximation. Dans
certains cas, la fonction considérée est définie par une expression ma-
thématique ou. plus fréquemment. par une suite de valeurs prises en
des points distincts z,, f, = flz,).i € {0.1,2... . n} (f est dite alors
échantillonnée ou discrétisée).

Pour de nombreuses questions, il est alors utile d approcher f par une
fonction polynomzale P convenablement choisie tel que P(z,) = f;. pour
i = 1,2.....n. Cette approche peut étre réalisée soit sur un intervalle
[a. B]. soit sur un voisinage d un point xro.

4.1. Approximation polynomiale sur [a. 0]
4.1.1. Interpolation (méthode de Lagrange)

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b]. Connaissant les va-

leurs fo.. .., fn. de f aux points . ... . r,. de [a.b] on cherche un po-
lynome P, de degré n tel que
Py(z,) = f(x,) i=1...n.

Ces équations déterminent le polyndéme P,. appelé polynéme de La-
grange. En écrivant P, sous la forme:

Py(r) =ap(r—z1)(r—z2) - (x—2p)+ar{z—xo)(x~z2) - - - (x—p)

4 an (e — '7:0)(1'_ ry)- (I —Tp-1)
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on obtient le systéme d’équations :

Py(z0) = ao(ro —x1){xo — x2) ... (xo—1p) = fo

P (xy) = ap(vn —2g)(2p — 21) - (&p — Tn-1) = fn

qui détermine les coefficients ag. a;. ... . ay,.

En introduisant les polynémes

o

&

Il
-
pousd
=
=

=0

Eremple — Donner l'interpolation parabolique (n = 2) de f(r) = sinz
sur [0.%]. Soit xg =0.2; = g et rq = g On a:

Pars) = ()= &
Py(rs) = f(g) =1
d’ou Ll(r):—l—(jx(r—g)
Lo(r) = Sule—T)
et Pa(x) ?‘(—%) (-l’—g)-l—%.l’(.l‘—g)

4.2. Approximation polynémiale
au voisinage d’un point rj:
Polynoéme de Taylor

Soit f: I C = — = et 2o € I. On sait que si f est dérivable en xq.
elle peut étre approchée au voisinage de rp par une fonction affine > (un
polynéme de degré 1):

w(x) = flxo) + (&~ 20) f'(x0)
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avec,
flzo) = v(xo) et f'(z0) = ¢'(20).

Plus généralement on cherche. dans le cas ot f est dérivable en g
jusqu'a l'ordre n. n > 1. un polyndéme P(r) de degré < n tel que:

P(zo) = f(zo),  P'(zo) = f'(zo)....  PU(xo) = f7(x0).
En écrivant ce polynéme sous la forme
P(x) =ap+a)(z —x0) + az(zx — ro) 4+ an(z — z0)"
on voit que la dérivée k*™¢ de P(r) s écrit:

Plk)(x) = klag + (¢ — zg)r(x). v(zg) #0

d'ot PR (zg) = klay = f*)(xg). Le polynome cherché sécrit donc:

P(z) = f(z0) + f'(xo)(x — 20) + f"(ro)%%* L
(x —0)?

+ "N (zq) o

Ce polynéme est appelé polynéme de Taylor de degré < n engendré par
Jf au point rg et sera noté P,(r) = T, f(x.xp) ou T, f simplement.

4.2.1. Exemples
1) flz) = e

a

2
Tnf(eo)=l+a+ =+ -+
2! n!

n

2) f(xr) = sinr:on a fEFTU0) = (=1)F et f2%)(0) = 0 pour tout
entier k. Do

30 xr' pintl
T‘),—, . =r— — — - — V.
3) f(e) =cosr. On a de méme
2 p4 8 22n
T?nf(-l'-o):l—a‘{'ﬂ—a-l'"'-}-(—l)n




92 Approximation polynomiale d’une fonction

4.2.2. Remarques

1) Les formules suivantes, facilement vérifiables, permettent de cal-
culer de nouveaux polynémes de Taylor, a partir d'autres, connus. Les
polynémes de Taylor qui suivent sont engendrés au méme point rg.

a) Propriété de linéarité
T2 (Af + ng) = AT (f) + nTa(g)-
b) Propriété de différentiation
(Tnf) = Ta-alf).
c) Propriété d’intégration

La primitive de T, f qui s’annule pour & = x est égale & T,,11(g). ou
g est la primitive de f qui s’annule pour z = ry.

2) Soit P, un polynéme de degré n > 1.
Soient f et g deux fonctions dérivables & I'ordre n telles que:
f(z) = Pa(z) + (x — z0)"g(2)
ou lim g(x) = 0 alors T, (f) = Pa(x).

r—ro

4.2.3. Exemples

On sait que
1 .l.n+l

— =l4r+r4 4"+ pour r # 1
l—=x 1-=x
comme lim £ = 0, d'aprés 4.2.2.2)
r—0
1 2 n
Thl—— | =14z+x"+  +r (1
1-=
et daprés 4.2.2.c) (1 -z > 0)
PRI RS
Tn+1[—111(1—l’)]:l’+g+§+”‘+(n+1)! (2)
si dans (1) on remplace r par —r>. on a:
1 I2n+1
:1_2 4 _171 Qn__ln
1+ 2 R e T ( )1+x'-’

donc

et d'aprés 4.2.2.c)

n & _l,2k+1
Toni(Aretgz) = 3 (-1 5.
k=0
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4.3. Formule de Taylor

Dans ce paragraphe nous examinons l'erreur dans l'approximation
d’une fonction f par son polynéme de Taylor T, (f).

Soit En(z) = f(x) — T, f(x). Le théoréme qui suit donne une expres-
sion de Ey, (). C’est une généralisation du théoréme des accroissements
finis.

4.3.1. Théoréme de Taylor

Théoréme : soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de
IB. On suppose, n étant un entier naturel donné. que f et ses dérivées f’,

f", ... fO sont définies et continues sur I, et f*+1) est définie sur J.

Pour tout couple de points a. .3 de I il existe un réel 7. a < v < I si
a< F,ouf<y<astd<atel que:

1!
+Mf(n)(a) +

n!

3 —a n+l
Goaltl (n+)1)! fo0 () (1)

Démonstration — On pose:

r—a
1!

fla)+ -+ (I_—a)nf(n)(a)

n!

Ropa(x) = f(z) — | fla) +
on remarque que:

Raji(a) = Ryyyfa) = ---= R (a) = 0.

D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé (3.4.3), il
existe 41 compris entre a et 3 (ou entre J et a) tel que:

Rp41(6)  _ Bn41(J) = Rnyi(a)
(8 — a)nt? - (3 — )+l — Qn+l

Roii(a) = Rpq(3) R, 11(71)
Ortl — (3 —a)**t! — (n+1)(y —a)?

(sta< 3)

De méme 1l existe 7o compris entre a et ;3 ou entre 41 et a tel que
Ro41(3) _ R i1(n) _ R, 1(01) — Ry ()
(B=a)™*t (n+1)(s1—a)" (n+1)(31—a)"—O"
_ /n+1(a) “R;z+1(‘rl)
O" = (n+1)(h1 - a)"
B {rz/+1(‘72)
Cn(n+1)(2 —a)tt

(st a <n1)

(s191 < a)
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En itérant ce processus jusqu'a n + 1 on aura

Ry1(3) _ f(n+1) (n+1)
(3 —a)ntl - (n+1)!

ol Jn4+1 est compris entre a et J ou J et a; d'ou la formule (1) du
théoréme.

4.3.2. Remarques
1) La formule (1) de 4.3.1 est appelée formule de Taylor (ou de Taylor-

3= n+41
2l fe (o) et

Lagrange) a l'ordre n + 1 et le terme Ry41 =

le reste de Lagrange.

2) Il en existe d autres formes du reste. Mentionnons pour le moment
la forme de Cauchy : il existe un nombre 6, 0 < 8 < 1, tel que

FH (1~ B)o +63)

Ropy1i=(1-18)" D)

(3_ a)n+1

3) en posant 3 = r la formule de Tavlor sécrit :
(x — a)?t!
(n41)!

ot T, f(z,a)est le polvnéme de Tavlor associé a f. au point a.

fle) =Tnf(z.0) + FtY ()

1) en posant r =a+h ety =a+6h 0 < 6 < 1. On peut écrire:

pr+l
(z +h) Z .f (7+—1)!f("+1)(0 + 6h).

Sia =0 et h =z on obtient la formule de Mac Laurin-Lagrange.

n P pntl ,
:ZFf(P)(OH(nH)f gry 0<8<1

5) si la dérivée d'ordre (n + 1)de f satisfait les inégalités
m < fUt() < I

dans un intervalle contenant a. alors pour tout point r de cet intervalle
on a les estimations suivantes du reste

_ =™y
Rn-{-l(I) - (n‘l' 1)[ f (C)
(r—a)"t! =gttt
ITZWSRTI.Fl(I)SJ[m s1r > a
_ n+1 _ A\n+1
mgu)—- < (=1)"MRup(x) < J[Lg)— slr<a

(n+ 1)t — - (n+ 1!
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Exemples

1) Calcul du nombre e.
Sif(r)=eT eta=0ona:

n N r
o i N Pl o(62)
- 8| ! '
k=0 A (n+ 1)
_ ottt (e (8r)
Posons Ry11(x) = ¢ e!™. Sur [0.1Jonal <e™/ <e <3
D'ou
‘l,n+l 3_1,n+1
—— < < — .
(n+ 1! < Roale) < (n+ 1!

Pour x =1o0n a:

1 3
< Rpp1(l) < — .
(n+ 1) = +1()<(n+1)!

n 1 .
e:ZH+R”+1(1)' ou
k=0

Ceci nous permet de calculer le nombre e avec une précision fixée a
I'avance. Par exemple pour calculer e avec sept décimales exactes 1l suffit

de choisir n, tel que: m < 510_8 :n =12 convient.

2) Irrationalité de e.

Daprés l'exemple 1) on a

1 3
(71+1 ZIT n+1

en multipliant par n! on obtient

1 <l i n!< 3
nle— —
n+1~ k—ok! n+1

< $1 n>3 (1)

»Jaluﬂ

si e était rationnel, on pourrait choisir n assez grand de sorte que n! e soit
n

. n: . . o
un entier et comme Y, T est un entier. (1) exprime que la différence de
k=0 K-

. e 3 .
ces deux entlers est un nombre positif qui ne peut excéder —, ce qui est

impossible. Donc e est irrationnel.

4.4. Développements limités

On a vu dans ['étude de la formule de Taylor que certaines fonctions
peuvent étre approchées par des polynomes.
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Plus précisément, si f. f'. ... f") sont définies et continues dans un

voisinage de 0 et f(**1) existe et est bornée dans ce voisinage. alors dans
ce voisinage, f(x)} s'écrit sous la forme:

f(z) = Pa(r) 4+ 2"¢(x)

pf gy _
W avec }1_%6(1’) =0.

o . . r
Les conditions entrainent que lim G

r—0 n(.l‘)
et P,(z) sont équivalentes au voisinage de 0: autrement dit. f et P, ont
la méme configuration au voisinage de 0.

ol Py(x) =T, f(x) et e(x) =

= 1. On dit alors que f(r)

Nous allons dans ce paragraphe faire une étude systématique des
fonctions équivalentes & des polynémes au voisinage d'un point. On dira
alors qu’elles admettent un développement limité en ce point.

4.4.1. Infiniment petits et infiniment grands

Définitions — Soit f une fonction numérique de variable réelle. définie
au voisinage de g (éventuellement on peut avoir zp = +x oury = —x).

— Si lim f(z) = 0. on dira que f(x) est infiniment petit (notation:
I1.P) au \gg;}lage de rog.

— Si lim f(r) = +2 (resp.—ac) on dira que f(r) est un infiniment
grand (n;t—a)‘fioon: 1.GG) au voisinage de xg.

— On dira que f(z) et g(z) sont deux I.P. (resp. [.G.) simultanés

au voisinage de &g sl

lim f(z) = lim g(z) =0

r—ro r—ro
(resp. lim g(r) = lim f{r) = x).
Ir—=Ig r—rg

— On dira que les deux I.P. (resp. 1.G.) f(x) et g(x) sont de méme
f(z)

ordre au voisinage de zg s'il existe un réel différent de 0 tel que lim =
=0 g(x)

a.Sia=1. on dira que f et g sont équivalentes au voisinage de zy (no-
tation f ~ g).

Exemple: (sin.r)? et 327 sont deux I.P. de méme ordre au voisinage de 0.

Définitions — Lorsqu’on étudie des fonctions :

: . 1 .
1) au voisinage de 0, x (resp. —) est appelé I.P. principal (resp. I.G.
r

principal) :

ii) au voisinage de 1’infini: z (resp. —) est appelé I.G. principal (resp.
x

I.P. principal) :



Développements limités 97

ii1) au voisinage de zy € X : (r — xg). (resp. ) est appelé I.P.

r — Ip
principal (resp. I.G. principal).
Si f(z) est un I.P. (resp. I.G.) et a VI.P. (resp. I'[.(i.) principal,
f(x) dite d’ordre p par rapport & a si les deux I.P. (resp. [.G.) f(x) et

aFf sont de méme ordre. c'est-a-dire si l'on a:
. flx
hm—(—):a. avec a# 0.
ol

Dans ce cas. f(x) ~ aal et aa? est dite partie principale de f(x).

4.4.1.1. Exemples

1) sin(x — o) est un [.P. d'ordre 1 par rapport & r — ry au voisinage
de L.

i1) 1 — cos xest un [.P. d'ordre 2 par rapport & & au voisinage de 0.

) Si1 <p<n byr +byg2™ P+ 4 byaf est un I.G. (resp.
I.P.) d'ordre n (resp. d’ordre p) relativement & r au voisinage de l'infini
(resp. de 0). sa partie principale étant b,r" (resp. bpz? ).

4.4.1.2. Remarque

Cette notion d « ordre » d'une fonction ne s’applique pas & tous les
I.P. (resp. I.GG.). Par exemple a” est un I.G au voisinage de +>. mais

) a” 0 sta <1
Vp>1. hm — = T
r—+oc P +x sia>1

par suite on ne peut parler de son ordre.

La notion de développement limité d'une fonction au voisinage de
rp généralise la notion d'ordre. dans la mesure ol la fonction n'est pas
nécessairement équivalente a une expression de la forme a(r —ro)¥. mais
4 un polynéme en r — xg.

4.4.1.3. Comparaison de fonctions

Définition — Solent S ~ xg. f : S — = et g S — = deux fonctions
sur S. On dira que g est négligeable au voisinage de ro devant f et
I'on notera g = o(f) s’il existe une fonction ¢ définie sur S telle que
g(x) = flx)e(r) avec lim ¢(x) = 0.
r—0

Propriétés :

— Si g =o(f) et h =o(g). alors f = o(h).

— Si g = o(f) et si h est bornée alors gh = o(f).
Eremples:

— 2"t = o(2™) au voisinage de 0. si n €17



98 Approximation polvnémiale d une fonction

— Si a > 0. alors Log & = o(x?) au voisinage de +x.

— St p €17, alors x” = o(e”) au voisinage de +x.

4.4.2. Développements limités au voisinage de 0
4.4.2.1. Définition

Soit f(r) une fonction numérique a variable réelle définie dans un
voisinage de 0 (sauf peut-étre en 0). On dira que f(x) admet un déve-
loppement limité (notation D.L.) d'ordre n au voisinage de 0 s’il existe

un intervalle I de centre 0 et un polynéme P, de degré < n tel que pour
tout r # 0. élément de . on ait:

| f(z) = Po(a) + e(2)a™.]

ol s: ] C = — = vérifie: lin}) e(x) = 0. P,(z) est appelé partie réguliére
r—

du D.L. et e(x)x™ le reste (ou le terme complémentaire).

Dans toute la suite. la notation €(z) ou ¢, (x) désigne un infiniment
petit au voisinage de 0.

4.4.2.2. Propriétés
1) Si f(x) admet un D.L. au voisinage du 0. et si la partie réguliére

P,(z) est non nulle. alors f(x) est équivalente a P,(x) au voisinage de
0. En effet si

Po(r) =ape" +---+af  0<p<n (2°=1)

ona:
flz) _ x"e(z) _ " Pe(x) i
Pn(-l')_ (ln.l‘”-}—---—)-ap.rp_an,rn—p+...+ap
n-—p
et lim " Pe(z) =0.

=0 ap L™ P4 - tap

Remarque: il faut s'assurer que le polynéme a,z" 4+ -+ apxF est non

nul. Par exemple si f(z) = e~1/7%, FEN0) =0 Vk. f admet un D.L.
d’ordre n pour tout n € I¥ avant pour partie réguliére le polynéme nul
@. Cependant f(r) est différent de 0 pour tout r € K, d'ont fz) n'est
pas équivalent a ©.

2) Si f(z) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. elle admet au
voisinage du méme point. un D.L. d'ordre g¢. si ¢ < n. Soit en effet

fle) =ag+ a1+ 4+ a,e” +27¢(r).
On peut écrire

fl) =ao+are + -+ age? + 29 [agprz + -+ an 2" 79+ 2" Ye(2)]

En posant e1(r) = agy1x + -+ a,r" "9 4 r*"9¢(r). on obtient

fle)=ag+are+ - -+ agr? + e1(r)2?.
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Ainsi si P, (x) est la partie réguliére du D.L. & l'ordre n de f(x), on
obtient la partie réguliére du D.L. & l'ordre ¢ de f(x) en supprimant les
mondmes de P,(r) de degré strictement supérieur & ¢: on dit qu'on a
«tronqué » P,(x) a l'ordre ¢ et on la notera Dg(P,(z)).

3) Si f(z) admet un D.L. & l'ordre n(n > 0) en z = 0, la fonction
n'étant pas supposée définie en * = 0, on a lun flz) = P (0), et l'on
pourra prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = P,(0).

Alnsi f(z) = sin% n’a pas de D.L. en 0. par contre rsin 1 + admet un
D.L. d’ordre 0 au voisinage de 0 avec Py(0) = 0.

4) Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et continue en 0. Si
f admet un D.L. & l'ordre n(n > 1) en 0. alors f(z) est dérivable en 0

et f/(0) = P,Q(O).
A1n51 rsm n'admet pas de D.L. en 0 d'ordre n > 1, par contre
r?sin ; admet un D.L. d'ordre 1 en 0 avec P;(0) = 0.

3) Si f(x) admet un D.L. d'ordre n en 0. alors sa partie réguliére
P, (x) est unique.

En effet si
f(2) = Pafz) + 2" ¢(a)
= Qn(z)+2"€(x)
avec Py(x) = a2+ -+ ap et @u(x) =byx” +---+bg.on a:
anx™ 4+ - Fag+xe(x) = by 4+ -+ bg+ 2 ()

en faisant tendre r vers 0. on obtient: ag = bg: d'out en simplifiant par
ag et en divisant par r les 2 membres on a:

ane" T e T e () = b T by 2" e ().
on montre comme ci-dessus que a; = by.

En répétant ce processus on démontre que a; = b, pour i = 0.....n.
Application

— Si f(z) est une fonction paire les termes de degré impair dans
P, (z) sont nuls. En effet si f est paire. on a:

flx) = Po(x) + 2"¢(x)
fl=2) = Pa(=2) + 2" [(=1)e()]
= Po(=2) + 26 (2)

De P,(x) = P,(—x) on déduit le résultat.

— De méme si f est impair, les termes de degré paire dans Py,(x)
sont nuls.
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4.4.2.3. Développements limités obtenus & partir
de la formule de Mac-Laurin

a) Si f.f ... f) sont définies et continues dans un voisinage 15 de
0 et si fi"T1) est définie et bornée dans V5. d'aprés la formule de Mac-

Laurin on a:
f(z) =T, f(z.0) + 2"¢(x)
z

N — (n+1)
ou e(z) = (n+1)!f (fzx).
Par suite f admet un D.L. d’'ordre n en 0 et sa partie réguliére n’est
autre que son polyndéme de Taylor & I'ordre n en 0. On dira que le D.L.
de f @ Uordre n est obtenu a partir de la formule de Mac- Laurin.

b) On suppose que f admet un D.L. 4 1'ordre n obtenu par la formule
de Mac-Laurin. La fonction dérivée g = f’ vérifie les hypothéses de a) a
l'ordre n — 1 d'ott

n—1
9(2) = 9(0) +2g/(0) + -+ g TVO) 2 e (a)
En revenant a f:
n—1
J(@) = F(0) 4+ f () b o fU0) + e e )

On peut donc conclure: si f admet un D.L. d'ordre n. f' admet un
D.L. d’ordre n — 1 et sa partie réguliére est obtenue par dérivation de
la partie réguliére du D.L. de f. On retrouve la formule (T, f) = T, f’
(Remarques 4.2.2 b).

De méme toute primitive F' de f vérifie les hypothéses de a) & 'ordre
n+1.dou

.l‘n+1

(n+ 1)

F(r)=F(0)+ 2F'(0) +---+ FOHD(0) 4 27+l eq ().

En revenant a f:

2 n+1
Fle) = F(0)+2£(0) 4+ 5 £/ 00+ 4 5 700 4 2" Heaa)

donc: si f admet un D.L. d’ordre n. toute primitive F de f admet un
D.L. d'ordre n + 1 et sa partie réguliére est la primitive de la partie
réguliére de f qui pour x = 0 prend la valeur F(0). On retrouve la
propriété c) de 4.2.2.

4.4.2.4. Exemples

D apreés les exemples 4.2.3. on a:

1
1) ﬁ:1+r+xg+---+x”+r"e(1@)
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on en déduit par dérivation :

TSE =142r4+3r4 - +ne" "L+ 2" e ()

1
1+=2
on déduit par intégration :

2) de

=l—r4ri4+ 4+ (=1)"2" +z(x)

In(l+z)=1= I2+13+ + ( 1)"In+1+ e

=r——=4+ =4+ - -+(- 2T eq
2 73 n+1 (%)

3 d 1 =1 2 4 1" 2n 2n

) de T3 —r 44+ (1) + 2 ea(x)

on déduit par intégration :

p)
l‘3 .l‘5 ‘l,_n+1

Arctgr =r — T + 5 o4 (_1)n2n — + 22 ey (1)
4) on obtiendra de
LA z?nt 41
= — . - n
A T T TS I
le D.L. de:
_l‘r) 4 3n R
Ch'l_1+2 +j+ +(2—n)!+.l‘ eg(x)

3) Soit a € @ et f(x) = (14 x)°.
fley=al+2)t f(0) =a.
flle)=cla=1)1+2)*"%  f(0)=ala~-1)

d’on
a—-1) , —-1)...(a— 1
(1+x)° —l+or+_(2 Hpey yolo=l ,(0 L )1‘”+1’"6(I)-
! n!
avec lim e(x) = 0.
r—0
1 1

6) En intégrant l.es développements de T Ui obtenus en appli-
quant 3). on obtient :

. 3 1.3-5 . (2n — 1) p2n+l
Arcsmr:r-{-%+...+ 5 i 6( 7.72n )2n+1+£2n+161(r)
z® 1-3-5...(2n— 1) r2+!
A I = —_— _n" In+1
rgshe =+ 5 + +(-1) 2.1-6. 9n 2n+1+£ e1(x)
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4.4.3. Opérations sur les développements limités

Si f (resp. g) admet un D.L. d'ordre p (resp d'ordre ¢) alors f et g
admettent un D.L. d'ordre n = min(p.¢). On supposera dans la suite
que f et g admettent un D.L. de méme ordre.

4.4.3.1. Somme
Soient

flz) = Po(x) + 27 €(x). avec lime(x) =0

r—0

et glz) = Qn(x) + 2"er(2). avec lin})q(r) =0.
r—

Ona: f(r)+g(x) = Palr) + Qnlr) + 2" (e(r) + e1(r))
= Py(&) 4+ Qn(x) + a"ea(xr) avec limea(z) = 0.

r—0

Dou: si f(z) et g(x) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0.
f(r) + g(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. dont la partie
réguliére est la somme des parties réguliéres des D.L. de f(x) et g(x).

Exemple :
Irz
F=ltrdt i bata)
n
e“r:1—.l‘+"'+(_1)n_'+‘rn€2('[)
n!
d'otl
22
e"+e_1:2+2<i)+- ( )‘*’1 €32
et +e” T 2’ x?"
che= —5— =145+ +(2n)+r64()

4.4.3.2. Produit

Si dans un polynéme P(xz) de degré < n on supprime les termes de
degré > ¢. on obtient un polynéme @Q(x) de degré < ¢g: on dit que l'on a
tronqué P(x) & l'ordre ¢. et on écrit: Q(r) = Dy (P(r)).

Soient

flz) = Po(z) + x"e(x). avec lime(x) =0

r—0
et
g(z) = Qn(z) + 27e (). avec lincl) €1(x) = 0.
T—
On a

f(z)g(x) = Po(x)Qn(r) + 2" (e(x)Qn(2) + e1(x)Qn (2) + " e1(x)) .
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Si on pose

('n(I) = D, (Pr ('l)Qn(I))

fle)g(x) = Cp(2) + 2"ea(x). avec limeg(z) = 0.

r—0

Dou: si f(r) et g(x) admettent un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.
alors f(r) g(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0, dont la
partie réguliére est égale au produit des parties réguliéres de f(r) et
g(x). tronquée a l'ordre n.

Exemple: Donner un D.L. de f(z) = (22 + 2%+ 1)In(1 + z) & I'ordre 4

ln(l—}-r):11—%4_%_‘%_*_1,461(;[)
d’ou
f(x) = Dy (1+x2+r3)(1—§+§_§) + 2%ea(r)
f(I)ZI—i+£+ﬁ+x4eg(I).

2 3 4

4.4.3.3. Quotient
fle) = Py(x)+ x7e(x):
9(2) = Qu(x) + 27cr(r). avee lim g(x) = Qn(0) # 0.

On peut diviser P, () par @,(r) a 'ordre n. suivant les puissances
crolssantes :

P.(r) = Qu(2)Dp(r) + 2"t R(x) avec degré D,(zr) < n.

Dou
Flz) = (g(x) — e1(x)x") Dy () + 2" R(2) + 2"¢()
= f(x) = g(x) Dn (r) + 2" e2(x).
= /) = Dy(x) + 27es(z)

Si f(x) et y(xr) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. et si
lin})g(r) #+ 0 alors = admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. dont
ro

la partie réguliére s obtient en divisant suivant les puissances croissantes
a l'ordre n. la partie réguliére du D.L. de f par la partie réguliere du
D.L. de g.
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Exemples:
1)
shr:x+§—?+§+r5€(r)
chr = 1+§+%+l‘561(1‘)
d'ou
thr =r+ _ 21.5 + rPea(r)
3 1
2)
73

sinr =xr — G + 23y (2)

Log(l4+ z) =z — % + % + r3eq()
sin = % + 236, (1)
Log(l+z) r— b4 23 (x)

4.4.3.4. Développement limité d'une fonction composée

On considére une fonction u(x) admettant un D.L. au voisinage de
0 d’ordre n. avec lin}) u(r) = 0. et une fonction f(u) admettant au voi-

Ir—r X
sinage de u =0 un D.L. d’ordre n:

u(r) = By (o) + e (), B,(0) = 0.
flu) =ao+aru+ -+ au” + u'e(u).

Posons: F(x) = f(u(r)): on a:

F(r)=ao+a; (Ba(z) + 21 (2)) + - + an (Bp(2) + r"e(2))"
+ (Bn(z) + 2 er(x)" e(u(x)) (1)

On montre par récurrence. en tenant compte de B, (0) = 0. que:

(Bn(z) + I"el(l‘))k = (Bn(.r))k 4+ r"e (). avec lim ex(r) =0

r—0
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le terme complémentaire de (1) devient
(Bn (2) + 2" e1(2))" € (u(x)) = (B ()" € (u(2)) + 2" en(x)e (u(z))
(2)
comme B(0) = 0. alors (B, (r))" = 2"Q(r) et

(Bn(2))" € (u(x)) = 2" Q(x)e(u(x))

et comme lim ¢ (u(r)) = 0. on peut écrire:
=0

(Ba(x) + 2" er(x))" e (u(x)) = 2" (). avec }1_13(1) e'(r) = 0.

Finalement (1) s'écrit sous la forme:

2

F(-l’) = ap +aan(1‘) + d» (Bn(.l’)) + - 4a, (Bn(.l’))n + Inell(z)

(3)

avec lim ¢’(x) = 0. D'ou:
r—=0

F(r) = Py(x)+ 27" (x). (1)

ou P,(x) = D, (Zn: ak (Bn(r))k> et lim ¢"”’(r) = 0.

k=0 r—0

D'ou la régle : La partie réguliére du D.L. de F(x) s'obtient en rempla-
¢ant u. dans la partie réguliére du D.L. de f(x). par la partie réguliére
du D.L. de u(x). le tout tronqué a l'ordre n.

Exemple 1— Développement limité d ordre 3 de F(r) = /1 + In(1 + )
Posons u(r) = In(1 + 2)

3
u(lr) =r— % + % + e (x)a® = Bs(r) + 3¢ (2)
2 3
flu) =143 = 2+ 15 + v’
d'ou F(z) = Ds (1 n Bsz(‘r) - (33?))” + (le(g))s) + 23(x)
2 - .3
Flo)=1+73 - 3; + 1;; + %)

Exemple 2— Développement limité & 'ordre 4 de G(x) = Logcos r.

2 4

cosr=1-— —2—!+ %+r461(1‘) =1+ u(x).
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r® rt
avec u(r) = T +j+‘t tei(x)
dou G(x) = Log (1 + u(r)): lim u(z) = 0.

r—0

En appliguant la régle du D.L. d'une fonction composée a G(r) =
g(u(xr)) avec g(u) = In(1 + u). on obtient :

22 gt
i:OUCObI =-5 - §+I €3( )

4.4.4. Développements limités aux voisinages de
1o # 0, et de ’infini
4.4.4.1. Définition

Une fonction f(z) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de rg. sl la
fonction F(x) = f(r — zg) admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.

Remarque: si f(r) admet un D.L. d’ordre n. on a:

F(e)=ag+ a1z + - -+apx™ +e(r)x”. avec lime(x) =0

r—0

T

fle)=ag+ai(e—wo)+ -+ an(x —20)" + (¢ — 20)"e1(r — 2o)
lim e1(x —20) =0
r—=ro

D'ou: f admet un D.L. d’ordre n au voisinage de rg si et seulement si

flry=ap+ai(e —20)+ -+ an(z — 20)” + (& — zg) e {x — o).
avec lim ¢;(xr — xg) = 0.
T=>Tq

Exemple: Donner le D.L. 4 I'ordre 3 de f(r) = e* au voisinage de xo = 1.

F(z)=f(14 ) =€t

9

el‘”:eef:e[l—i—x%—f--l-?—}—r €1(x)
r~1)?% (r-1)3
( ) +( )

5 3 +(r = 1)3%€(x = 1)].

d'ouerze[l—i-(r—l)—{—

4.4.4.2. Définition

Une fonction f{z) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de l'infini.
si la fonction F(r) = f(%) admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.
S’il en est ainsi on a:

Fle)=bo+bir+ - +bx" +x"c(z).  avec lime(r)=0

r—0
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d’ou
b b, 1 1 : 1
Flz) = bo + i oo 24 Ze(2). avec lime(=)=0
n "t o r—oc r
r? —
Exemple: D.L. de f(r) = ———— d’ordre 2 au voisinage de |'Infini.
—_— r? 4+ 2r

Fo=1 () = i

F(r)=(1-2%) (1 - 2r 4+ 42> + r%¢(2))
F(r)=1-2z+ 3z + 2%(z).
d'ou f(x) = —2+i+iqe(l>.
r  x? 2 \r

4.4.5. Généralisation des développements limités

Soit f(r) une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut étre en 0).
On suppose que f(x) n’admet pas de D.L. au voisinage de 0. mais qu’il

existe k > 0 tel que ®(r) = r*f(r) admet un D.L. au voisinage de 0.
Dans ce cas:

Hfa)y=a+ar+ -+ anz” + 2"e(x). avec lim e(z) = 0:

r—0

d’ou

flo) =z *[ag+arz + -+ a2 + x”e(r)].\

L expression ainsi obtenue de f(x) au voisinage de 0 s’appelle D.L. gé-
néralisé de f(x) au vowsinage de 0.

Exemples: 1) D.L. généralisé de f(x) = au voisinage de 0.

r—z?
f(z) n'admet pas de D.L. au voisinage de 0 ( 1i1’£I)1+ flzr) = 4+2<): par
r—+
1 .
contre rf(r) = =1l4z+ 2%+ 2%+ 1%(r). ou 11H})€(1‘) =0:
r—

l1—-=z

d'ou

fe)

H

1
—[14+r+ 2%+ 2%+ 2%(x)] .
r

2) D.L. généralisé de f(z) = cotgx au voisinage de 0. f(z)n'admet
pas de D.L. au voisinage de 0 ( lim cotg.r = +oc), par contre

r—0t
rcosr 1-— %-&-‘TT-{-I €1(x)
reotgr = — = 1'2 pr
sin x 1 -5+ % + ztea(x)
r? xt .
= reotgr =1— = — = +rle(z).on limed(z) =0:

3 45 50
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dou
23

1 3
cotgl_;—g—g-i—r e3(z)

3) D.L. généralisé de f(r) = V/72(r — 1) au voisinage de I'infini : en

posant X = % on se raméne au voisinage de (.

F(X)=f(5) = \/QQQ 1= (/%3(1 - X) = L1 X%,

X F(X) admet un D.L. limité au voisinage de 0. A ['ordre 2 on obtient :

XF(X)=1- %X — %Xi’ + X%¢(X)
F(Y—i ! X 4 Xe(X)
)= %73 e

1 1 1 1

. , 1
Le graphe de f admet une asymptote d'équation y = r — g de plus

f(x) —y est équivalent a —g, AU voisinage de I'infini. D'ou:
r

fle)—y <0 Sl.r— 42,
fle)—y>0 sl — -,

Ces inégalités déterminent la position du graphe de f par rapport a
I'asymptote.

4.4.6. Application des développements limités
4.4.6.1. Recherche des limites
Lorsque la régle de I'Hopital ne donne pas de résultats immédiats,

on utilise alors les D.L. pour trouver les limites éventuelles des formes
indéterminées.

1
Exemple 1: Trouver lim (~ — cotg r)

r—=0 \ I
1z 23 3
On a vu dans 4.5.5. exemple 3 que cotgr = — — R + r ez(x)
r 3
3
- xr &I
d’ou E—cotgrzg—g—klﬁeg(x)

et lim (—1— — cotg r) =0.

r—0 \ r
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Exemple 2: Trouver hn}(? - r)sinl” (forme 1°).
e r—

On se raméne au voisinage de 0 en posant z =1+ X

F1+X) = (1= X)T 0% = (1 - X)~ max

_ln(1-X)
— e~ smaX

X4 Xeg(X)
— e TXFXez(X)

d ot
lim f(z) = lim f(1+X) = er
X =0

r—1

. Incosarx
Exemple 3: Trouver im ———
—_— =0 Incos br

D aprés 4.4.3.4 exemple 2

atr®
Incosar = — 5 + z7e1(x)
b2 2
Incosbr = —Tx + 226 ()

.. . lncosar @
d’ou lm ——— = —
r—0 Incos br b2

4.4.6.2. Etude locale d'une fonction

Le développement limité d'une fonction au voisinage d 'un point per-
met une étude locale de la fonction et donne des renseignements sur la
forme de la courbe représentative.

Soitle D.L. de f en xqg:
flr) = ap+ a1(z — &) + an (& — 2o)" + (x — xp)"¢(z)

dans lequel a,(z — z¢)” représente le premier terme non nul. aprés celui
du premier degré. On a alors les renseignements suivants : 1) L'équation
de la tangente en My (xg. f(xo)) est:

y=ag+ ay(x— o) = flxo) + f'(xo)(x — xo).

2) Au voisinage de rg. on a: f(z) — y ~ ap(z — £o)", c’est-a-dire:

HM ~ ap(z — zp)".
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y A
M /
M,
! H
| —
o X, x "

FIGURE: 4.4.6.2a

D’ou:

a) Sin est paire, H A est du signe de a,, et la courbe reste localement
du méme coté de la tangente (MyH) (Fig.4.4.6.2B).

b) Si n est impair, H M change de signe avec r — xg et la courbe tra-
verse localement la tangente : My est un point d'inflexion (Fig.4.4.6.2C).

yt n=2k+1
H
M,
) X, s
FIGURE: 4.1.6.2B FIGURE: 4.4.6.2¢C

Plus n est grand et plus la courbe reste localement proche de sa
tangente en My.

3) Si le développement limité généralisé de f au voisinage de l'infini
est de la forme:

1 1
flz) = a0+ a1z +a,— ¢ (—) .
r

xr

’g . . . a
Dans ce cas y = ap + a;x est I’équation de I’asymptote et le signe de %

donne la position de la courbe par rapport a l'asymptote (4.4.5)
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4.5. A RETENIR

1)Si f. f' ... f) sont définies et continues sur [a.b] et F("+1) définie
sur ]a. b[. il existe ¢ €]a. b[ tel que:

f)y=fla)+(b—a)f'(a) +--+

b—a)t!
((n—l—)l)! Frre)

2) f admet un D.L. a I'ordre n au voisinage de 0. si pour tout point
r d’un voisinage de 0 on a:

flx) = Pa(f.x) + 2"%(2)

P,(f.r) est un polynéme en r de degré < n et ¢(x) un infiniment petit
avec r.

— Propriétés: si f et g admettent un D.L. & ['ordre n:

Po(f+g.x) = Po(f.x) + Palg. x)
Po(fg.2) = Dy [Pa(f.2) x Pyly. 1))

Sig(0) #0

Pn(i..r):Qn(.r)
g

ol @ (x) est obtenue par division a l'ordre n de P,(f.x) par P,(g.)
sulvant les puissances décroissantes.

Sig{0)=0

Pn(.fog~-l'):Dn [Pn(.f~Pn(g-I))]~

3) Dans le D.L. de f au voisinage de zg (ou de l'infini).

— les termes du premier degré donnent 1'équation de la tangente
(ou de I'asymptote).

— le signe du terme suivant précise la position de la courbe.

4.6. Exercices et problémes

1) Montrer que:

I—i<sinr<r—£+£ stxr>0
6 — - 6 5! =7
22 2 rt

I_TSCOSIS1_7+ﬂ-
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2) Trouver le développement limité a l'ordre 6 au voisinage de 0 de
f(z) =1—cosz + Log(cos r).

fe)

r

Montrer que la fonction g : &+ — peut étre prolongée par conti-

nuité en 0.
Quelle est la forme du graphe de g au voisinage de 07

3) En utilisant un développement limité approprié. calculer les limites
sulvantes :
r—sinr 2(tgr —sinr) —r?

b) lim

r—0 rd

a) lim

r0ef —] —p— %

2

)1 1L ef —1
¢ rl—I}E).l‘ °8 xr '

4) Montrer que la fonction définie par f(x) = r3Logx si x # 0 et
f(0) = 0 admet un développement limité d'ordre 2 mais n’admet pas de
développement limité d'ordre 3 au voisinage de 0.

5) En utilisant la formule de Mac-Laurin. calculer v/e & 0,0001 prés.

6) a) Déterminer a et b pour que

y:xa/z’3+r?+x+1—\/r2+1+a+§

soit un infiniment petit d'ordre le plus grand possible par rapport a
I'infiniment petit principal % au voisinage de +2c. Préciser alors I'ordre
et la partie principale de y.

b) Donner un équivalent au voisinage de l'infini de
flz) ==« (\/ 24 Vet 41— Jr\/i) .
7) On consideére la fonction définie sur | — 1. +x[ par
f(z) = Log(1+ ¢)
a) Soit r # 0: montrer en appliquant le théoréme des accroissements
finis & cette fonction sur l'intervalle [0. x]. qu'il existe un nombre réel
x
ey =~1+ —v-——.
(x) * Tog (1 + 1)

b) On considére la fonction z — 6(x). Ecrire le développement limité
de cette fonction a l'ordre 2 au voisinage de 0.

¢) Montrer que # peut étre prolongée par continuité sur l'intervalle
] — 1. 4oc[. On désigne encore par 8 le prolongement obtenu. Calculer.
s'lls existent les nombres '(0) et 6'(0).

8) a) Soit f : [a,b] — P une fonction dérivable jusqu'a l'ordre n.
(n>1).

Montrer que. si f s'annule en (n + 1) points distincts de [a.}]. alors
il existe ¢ €Ja. b[ tel que ") (c) = 0.
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b) Soit g : [0.1] — & une fonction continue. dérivable sur ]0, 1] et soit
z fixé dans ]0, 1[. Trouver un polyndéme de degré 3 et une constante A
telle que la fonction h définie par

hit) = g(t) = p(t) = A (t = 3 ) (1 = )
vammhm):oh(g):&hu):&h(g):o

¢) En déduire qu’il existe ¢ €]0. 2[ tel que

3
— (T L
9(2) = 9(0) + ¢’ (5 ) + 59" ().
. . . - v’ 1
9) On considére la fonction f définie sur X par f(x) = si
r

r#0et f(0) =

Montrer que f admet une application réciproque g = f~! et que
g admet un développement limité d'ordre 5 au voisinage de 0 que 1 on
précisera.

10) a) En considérant les fonctions définies par :

f(z) = Log (1 + z%) et g(x) = Log (1 + ).
montrer que si deux fonctions sont équivalentes au voisinage d'un point,
leurs logarithmes ne le sont pas nécessairement.

b} Montrer que si les infintments petils y et = sont équivalents. les
infiniments grands Log y et Log = le sont aussi.

¢) Méme question pour z et y infiniment grands.

11) a) Soit f : I — F une fonction dérivable sur un intervalle ouvert

I de = On suppose que f'(x) = f(r) pour tout xr € I. Montrer que f
est 1ndeﬁn1ment dérivable sur /.

b) On suppose qu’il existe a € [ tel que f(a) = 0. En utilisant la
formule de Taylor. montrer que f(x) = 0 pour tout r € [.

c) Déduire de b) qu'il existe au plus une fonction vérifiant les hypo-
théses de a) telle que f(0) = 1.

d) Soit f : ¥ — = une fonction qui vérifie les hypothéses de a) et
telle que f(0) =

Montrer que pour tout x, y € =.on a f(x + y) = f(r)f(y).

e) Soit (UUp)nex la suite des fonctions définie sur = par:

Up(e) =1+ '—{—1‘2'-1- <4zl Ynell

1!

1. Montrer que ', converge simplement sur - et uniformément sur
tout intervalle fermé borné [—a, a].

o 2an+!
t lvm - l n
(On montrera que | ) < n+ 1) )
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2. On pose (&) = lim ', (x).

Montrer que la fonction £ — () est dérivable et vérifie les hypo-
théses de a) et L°(0) = 1.

3. Donner une valeur approchée de {7(0) 4 10~* prés.



Chapitre 5 : FONCTIONS
DE PLUSIEURS
VARIABLES

5.1. Rappels et généralités

5.1.1.
Soit 2" = {x = (r1,x2..... rp)/e, €=} i=1,2.....n}. On munit
2" d'une structure d'espace vectoriel de dimension n par les deux lois:

rty=(r1+y.r2atys..... In+yn) Ar = (Ari. Arg.... . Ary,)

otr = (r1.29.....70,).y=(y1.Y2.... . Yn) . A€E=.Powr i =1.2,... .n.
solent

e1=(1.0.0.....0). e = (0.1,0.....0) et ¢, = (0.0.....0.1.0....0)

1'élément de R™ dont toutes les composantes, sauf la i-éme qui vaut 1.
sont nulles.

La famille (e1.€a. ... .€,) est une base de X", appelée basc canonique.
5.1.2.
Rn

est muni naturellement d une structure affine (voir Cours d Al-
gébre), grace a l'application

X xEP BT

(ry) > F=y-2

Muni de cette structure, X" sera noté " et ses éléments sont appelés
des points. a étant un point de & . 'application

B, " 5"
me z = am

est une bijection. On dit alors que. par cette bijection. &/" est identifié.
en prenant a comme origine. a 'espace vectoriel 2". Un repére dans &"
d’origine a est un couple (a.B) ou a € & et B une base de ". Les
diverses propriétés énoncées dans les paragraphes qui suivent dans =7,
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se traduisent aisément dans le langage de 1'espace &/" grace a la bijection
8,. En particulier si a est le point O = (0,...,0). alors on identifiera

un point M de & avec le vecteur z = OJ?. Les symboles de vecteurs
de R ne seront surmontés d’'une fleche que lorsqu'il v aura risque de
confusion.

5.1.3.

A l'instar de la valeur absolue d 'un nombre réel. on introduit la notion
de norme d'un vecteur de £".

5.1.3.1. Définition
Une norme sur R" est une application
N E' s =t
vérifiant les conditions suivantes:
H)N(z2)=0 < r=0 (séparation)
2) N(Az) = AN (2) {homogénéité)
3) N(r+y) <N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire)
Remarque: de 1), 2). 3) on tire:
[l = Tyl < He —

5.1.3.2. Exemples de norme sur X"

Six=(x1.29..... Zn).

n n 1/2

Ni(e) =3 lal No(x) =sup(la]) et &m=<2ﬁf)
1=1 1=1

sont trois normes sur R". V1. Ny, N, vérifient les inégalités suivantes:
r e k",

T NU(#) < Nale) € Ma(w)
Na(r) € Ne(z) < vaNa(z) (1)

D’'une maniére générale, on dira que deux normes NV et N/ sur " sont
équivalentes s'il existe deux réels a et b strictement positifs tels que:

aN'(z) < N(z) <bN'(x), VreBR™ (2)

11 résulte de (1) que les trois Nj. Na et N, sont équivalentes sur R™.
L'inégalité (2) permettra de constater aisément que les définitions et les
propriétés vérifiées par une fonction, dans les paragraphes qui suivent,
et énoncées a partir d’'une norme N de B", seront encore vérifiées, si on
remplace dans 1'énoncé N par une norme équivalente.

Dans la suite une norme .V sur X" sera notée || ||. On dira que 2",
muni d'une norme. est un espace vectoriel normé:; dans ce cas il sera
noté (E™. [ |]).
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5.1.4. Boules, ouverts, voisinages
5.1.4.1. Définition
Soit zo € B" (resp. mp € &), la boule ouverte de centre ry (resp.

mgp) et de rayon p > 0. est le sous-ensemble de " (resp. de &™), notée
B(xo, p) (resp. B(mg. p)), défini par:

B(zo, p) = {r € R". ||z — z0o|| < p}.
B(mg.p) = {m e ", ||me|| < p}.

B(mo. p) est indépendant de Vorigine choisie dans & . Les ensembles

Bp(zo.p) ={z € R". [z — zo|| <p
et Br(mo.p)={me o |lr—zol <p}
sont respectivement appelés boule fermée de centre rg et de rayon p et

boule fermée de centre my et de rayon r.

On dira qu'un sous-ensemble Q (resp. O de &™) de =7 est ourvert si

et seulement si:

Vee Q. 3p>0. tel que Az.p) CQ
{resp. Ym € O. Jp >0, tel que ZB(m,p) C O).

Soit rg € =" (resp. mg € &"). Un sous-ensemble de =" (resp.

&™) contenant ro (resp. mg ) est appelé rowsinage de ro (resp. mg),
s'1l contient une boule ouverte de centre rgy (resp. mg).

Remarque : Un ouvert non vide est un voisinage de chacun de ses points.

5.1.5. Produit scalaire dans R”
5.1.5.1. Définition

Un produit scalaire sur 27 est la donnée d'une application:

—n

PRt xET 5Bt

—
vérifiant les propriétés suivantes.
D op(z.y) = oy x) {symétrie)
2 plr.y+z) =l y) + plz.2) (linéarité)
3) do(z,y) = p(Az.y) (homogénéité)
4) plr,2)>0si2#0 (positivité)
Notation: p(z.y) = {(z,y) =z - y.
Une famnille de vecteurs (ﬁ. K—?_») e X_:) dans R" est dite orthogonale
par rapport a o si w(ﬁ. i_/;) = 0, pour i # j.
Une base B = (u],...,u,) est dite orthonormée (par rapport a @)

si:p(@,u)=0sii#j, i, j=1.....net p(w@.@)=1,i=1....,n
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On montre que pour un produit scalaire ¢ donné. il existe t_g)ujours des
bases orthonormées. Par rapport a4 une base orthonormée (ufi.... . u,).
I'expression de > est :

£z y) :Z-rzyz-

1=1
n n
lorsque r = Zrlﬂ_,) et y = Zy,?}.
=1 1=1

5.1.5.2. Exemples

n

1) Lapplication (r.y) — 2 -y = leyz. ou r = {xy.....2,) et
i=1

¥y = (y1. ... yn) définit un produit scalaire sur &" pour lequel la base

canonique est orthonormée.

2) Pour n = 2, I'application
(z.y) > r-y=2r11 + T1y2 + 2oy + Toy2
définit un produit scalaire sur =2

5.1.5.3. Définition

L'espace vectoriel X" est dit euclidien sil est muni d un produit sca-
laire. Soit » un produit scalaire sur =". L application

v llal] = /(e 2)
définit une norme, dite euclidienne. sur =".
5.1.5.4. Propriété

", alors on a:

Si || || est une norme euclidienne sur &
Ve,y € R oyl < lel] 1yl

le - indiquant le produit scalaire associé a || ||.

Preuve — Soit (ui.....u,) une base orthonormée de 2" Soient z =
n n

Z ;U et y= Z y,'E-) deux éléments de =".

=1 1=1

'l"y:z-l‘zyz- HIH:

1=1
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eIl = (2 9)? = (Z ) (Z y?> - (Z y>
=1 1=1 =1

n
=Dl 4 ) (el + 20y
=1

1<y

n
- Z(I?y? - QZIZyZIJyJ
=1

i<y

= Z(I?y}‘-’ + oyl = e, y;)
1<y

= Z(‘Elyj - »L'JyZ)Q >0

1<y

Do [z|[*|lyl]2 > (& - »)* ou encore ||| ly]| > |z - yl.

5.2. Fonctions de plusieurs variables

On considére =", muni de la norme.||z||= sup |z,
=12 n

5.2.1. Définition

On appelle fonction de n variables toute application

d’une partie D de =" dans =.

5.2.1.1. Exemples
1
22 + 2 ’

D={(r.y) €=/ 2"+ #0} === {(0.0)}

Df:(z.y)—

2) D={(r.y) €Z?/ —1<ry<1}).

f = (r. y) — Arcsin(ry)

) D={(r.y:)e=3 2+ y*+:2<1}

f=(ryz)—=n(l-2? -y =%

D est la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1
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5.2.2. Limite et continuité

Soit D un sous ensemble de =™ et o € =". On dira que D est

arbitrairement voisin de rg et on notera D ~ xg. sl. pour tout £ > 0, il
existe » € D tel que ||z — rpf| < <.

5.2.2.1. Définition

Solent D C =™ et f: D — = une application. Soit ro € " tel que
D ~ rp. et soit [ € 2. On dira que f admet pour limite ! quand r tend
I et on écrira
Jim fl) =1
€D

si et seulement si Ve > 0, 3d(z. xo) > 0 tel que
(JlJe —xoll <det z € D)= (|fle) =1 < 2)

5.2.2.2. Définition

Soient D C E" et f : D — = une application. Soit rg € D tel que
D — {xg} ~ ro. On dira que f est continue en zg si et seulement si

Jim f2) = flzo)
reD~{ro}

5.2.2.3. Remarque

Les définitions de limite et de continuité pour les fonctions de plu-
sieurs variables sont identiques & celles des fonctions d'une variable. la
valeur absolue dans & étant remplacée ici par la norme ; on aura donc les
mémes propriétés sur les limites et la continuité que pour les fonctions
d'une variable.

5.3. Dérivées partielles
5.3.1. Définition

Soit & un ouvert de =" et soit f : Q2 — = une application. rg étant
un point de Q. soit u € =". On dira que f admet une dérivée partielle
en rg relativement a u si

n

lim % (fla+tu) — f(a)) existe.

t—0

Si cette limite existe. on la notera D, f(a) ou duf(a) et I'on dira que
c’est la dérivée partielle de f en xg relativement a u.

5.3.2. Remarques

1) Comme a € Q. il existe p > 0 tel que B{a.p) C Q et si |t| est assez
petit. a +tu € B{a.p): donc f(a + tu) est bien défini pour ¢ voisin de 0.

2) Posons F(t) = f(a+tu). I est définie dans un voisinage de 0 dans
S etonaD,f(a) = F'(0).



Dérivées partielles 121

5.8.3. Définition

Solent € un ouvert de =" et soit f : Q — = une application. Soit
a € . On appelle dériwvée partielle de f en a par rapport a la variable
r;. le nombre réel. s'il existe. D, f(a). ol ¢, est le ;-éme élément de la
base canonique (€;.....e,) de =™. On notera:

of

D..fla) = 5

(a) = fr,(a) = D f(a) = de, fla) = d f(a)

5.3.4. Remarques

1) D’aprés 5.3.1 et 5.3.2, si on pose a = (aj.....ay) alors

Delf(a):lin]f(al'a:).”"al+1.""an)‘f(al"~~ L)

t—0 t

Ainsi pour le caleul de f7 (r1.22.....2,). il suffit de dériver f comme
une fonction de la seule variable r;. les autres variables jouant le role de
parametres.

Eremple
flr.y) = Arctg % (r.y) € =" x =.
1 2 —y 1 1 r
: . = 2 " T — 9 9 o(x - : T 5
fe(r.y) ES . y(z.) ey

5.3.5. Dérivées partielles d’ordre supérieur

Si1 D, f{r) existe dans un ouvert 1 contenant a. on aura une fonction.
notée D; f. de V,, dans F définie par:

D,’fﬁ"a—>:~2
r = D, f(x)

Si D, f admet une dérivée partielle par rapport a r; en a. on définit la
dérivée partielle d'ordre 2 D,;f(a) de f en a par:

Dyjf{a) = D, (D, f) (a) = lig 210 H 1) = Pifla)

t—0 t
Notation :
sii# j. Dy(D, f)(x) = Di;(f)(x) = o (2) = fi o, ()
) HalA Ty ~ Ox; 0x, B
2
sii=j. DD, f)(z) =D,:f(x) = g J;(I) = fl.(x).
r B

De méme si les D, f(z) sont définies dans un ouvert contenant a et
admettent des dérivées partielles par rapport aux variables z en a. on
pourra définir les dérivées partielles d'ordre 3 de f en a.
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En itérant ce processus. on définit la notion de dérivées partielles
d’ordre p d'une fonction en un point : I'existence des dérivées partielles
d'ordre p de f en a suppose celle des dérivées partielles d'ordre & de f
dans un ouvert contenant a pour 1 < k < p.

Le nombre de combinaisons p a p de n éléments étant égal a n”. il v
a a priort nf' dérivées partielles d'ordre p de f.
Eremple: f(r.y) = Arctg Y Ona déja calculé les dérivées partielles

d’ordre 1 de f. Pour les dérivées partielles d'ordre 2 on a:

f~_£<ﬂ)_ﬁy‘ f~_£<ﬁ>_,iy_
P00 \or) T (@P+y?)? VT Gy \ay) T (@747

o _3 % _ y'—a? 7
VT gy \ox ) (x4 y?)? yr

5.3.6. Définition

Soient € un ouvert de =" et f:Q — = une application. On dira que:
f est de classe C° sur Q si f est continue dans €.

f est de classe C! sur Q si toutes les dérivées partielles d’ordre 1 de
f sont définies et continues dans €.

f est de classe C* sur Q si toutes les dérivées partielles d ordre p de
f sont définies et continues dans 2.

f est de classe ("> si pour tout p €17, les dérivées partielles d'ordre
p sont définies et continues sur 2.

5.4. Différentielle d’une fonction
de plusieurs variables

Soit f: Q — =.ou 2 est un ouvert de =". L'existence des dérivées
partielles d’ordre 1 de f en un point a € €2 donne la configuration de
f pour les points voisins de ¢ appartenant aux droites {a +te,. 1 € Z}.
i=1.....n.

Pour avoir des informations sur f dans un voisinage de a dans =".

on introduit la notion de différentielle de f en a. On note Z(=".=)
I'ensemble des applications linéaires de =" dans ..

On rappelle qu'une fonction f : I — = définie sur un intervalle ouvert
I de = est différentiable en tg € [ si et seulement si:

AL € Z(=.=). tel que: ¥z > 0. 3d(=.tp) > 0. tel que.
si |t —to]| < 4. alors [f(t) — flto) — L{t — to)| < z|t — to]
L(1) = f'(to) et L(t) =tf'(to).

On calque la définition de la différentiabilité d une fonction de plu-
sieurs variables f : Q@ C =" — = en un point de Q sur celle d une fonction
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d'une seule variable en considérant cette fois Z(=".=) et en remplacant
la valeur absolue dans = par la norme sur ®".

5.4.1. Définition

Soient xg € k™, Q un voisinage ouvert de xg dans X" et f:Q =5 =
une application. f est différentiable en rq si et seulement si:

3L € L(2".R) tel que: Vz > 0. 3d(s.zp) > 0 tel que
||z —xol| <8 = [f(x) = flxo) — L(z — xo)| S ellr ~ o[ | (1)

5.4.2. Proposition

Si f est différentiable en xg. alors 1'application linéaire L est unique.

Démonstration — Ly et Lo étant deux éléments de £(=.". =) qui vérifient
la propriété (1) de la définition 3.3.1. soit ¢ > 0. Il existe §(z) > 0 tel
que pour tout u € =", |[u|| < d(¢) entraine:

|f(xo 4+ u) = flxo) = Li(u)] < =|jul]
et |f(xo+ u) = flxo) — La(u)| < 2||ull.

Dou
[lull < d(2) = [Li{u) ~ La(w)] < |f(xo + u) = floo) — L1(u)]
+ 1 f(xo + u) = flxo) = La(u)| < 2z][ul[ (2)

Si L; était différent de L. il existerait 29 € =" zg £ 0. tel que L1(z0) #
8z .

La(z). On pose z = T |)|:0. On a [|z|| = J(z) et (2) entraine
<0

—_

0 < |Li(z) = La(2)| < 2¢]|=]l.
Compte tenu de la hnéarité de Ly et Lo on en déduit que
0 < |L1(20) = La(z0)] < 2¢]]20]l.

Cecl étant vrai pour tout £ > 0. on a Lq(zg) — La{zp) = 0. ce qui donne
une contradiction. Par suite L; = L.

5.4.3. Définition

Si f est différentiable en rg. I'application linéaire L de =" dans =
donnée dans la définition 5.3.1 s’appelle la différentielle de f en xg.

Notation: L = Df(xo) = d f(xo)
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5.4.4. Remarques

1) L'existence de la différentielle d'une fonction f en un point g
refléte la possibilité d'approcher f par 'application affine

z = f(zo) +d fxo) - (x — x0) = (f(z0) — d flxo) - z0) +d f(xo) - x

L'inégalité (1) de la définition 5.3.1 mesure l'erreur de cette approxi-
mation quand z est voisin de zg.

2)si L € Z(R™"R), alors

n

ZIL

=1

z)| = )| < (sup[z.[) le

<|lz||B. ou B="|L(e

Par suite si f est différentiable en rg. 1'inégalité (1) de la définition 5.3.1
entraine. en prenant £ = 1 et ||z — zo|| < 4(1):

|f(z) = f(xo)| < |L(x — 2o)| + ||z — zo]]|
< Bl — zol| + |le — xo]]
[f(z) = flzo)| < (B +1)|lz — zo] (3)

En particulier si f est différentiable en rg, alors f est continue en zq.

3) On montrera. comme pour les fonctions d'une variable, que si f et
g sont différentiables en zg. 1l en est de méme pour af + 3¢ (a.d € K)
et fgeton a:

d(af + 3g)(x0) = ad f(xre) + 8dyg(zo)
d(fg)(ze) = f(xo)d g(xo) +d f(za)g(xo)

5.4.5. Exemples

) Sif:Q C R* — X est constante (f(z) = tg. = 6 Q). alors f
est dlfferentlable en tout pomt de @ et pour tout rq € Q. d flxg) est
1'application linéaire nulle de =" dans .

2)S1 f : ™ — F est une application linéaire. alors f est différentiable
en tout point de ®" et d f(xg) = f pour tout xy € Z". Par suite, si g
est une application affine ayant pour partie linéaire f alors dg(zo) =
d f(xg) = f en tout point xg € =7

5.5. Différentielles et dérivées partielles

On étudie ici la relation entre |'existence des dérivées partielles d ordre 1
d une fonction f en un point et celle de la différentielle de f en ce point.
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5.5.1. Théoréme

Solent €2 un ouvert de ®” et f : Q@ — " une application. Si f est
différentiable en ro € €. alors pour tout u € K", la dérivée partielle
duf(rg) existe et on a:

duf(ro) =d fro) - (u).

Démonstration — Soit u € =™. Si f est différentiable en xg. pour tout
£ > 0. il existe §(g) > 0 tel que:

|f(zo + tu) = fzo) — d flzo) - tu| <elltul] si|{tufl <é(s) (1)
Siu=0.alorsduflzg) =0=d f(xg)  (u).

On suppose maintenant u # 0: dans ce cas si 0 < [t| < H H alors

de (4) on tire:

flzo +tu) — flzo)
t

—df(zo) u| <

Uufj.

(5) montre alors que d f(ro) - v = d uf(zo).

5.5.2. Corollaire

Soit 2 un ouvert de =" et f : Q — F une apphcatlon Si f est

différentiable en ro € Q. les dérivées partielles ——(xzg).... . af (ro)
0.1‘1 0.[‘,1
existent et si u = (us.....u,) € 2. alors:
_of of or
df(re).u= Th(lo)-ul+arﬁ(»fo)-uz+ +arn(lo)-un
n a
= Z 8f (xo).u,
£
=1
Démonstration

d f(x0).(u) = d f(xo) Zuf

=wamuﬂ
=1

n
= Z u,de, f(rg). d’aprés 3.5.1

1=1

50
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5.5.2.1. Différentielle et champ de gradients

Soit Q un ouvert de =" et soit f : 2 — X une application. Si f est
différentiable en zy. posons. pour r # rp.

f(x) = flzo) —d flzo) - (2 —'Io).

[z = zo]

g(r,ro) =

L’inégalité (1) de la définition 5.3.1 implique: lim e(z,zo) = 0 et on
r—=rg

peut écrire

fle) = flxo) =d flxo) - (x — o) +||x — xolle(x. £o)

avec lim =(x.xg)=0 (1)
r—=ro

Comme |[z]| < Z [:] < n]|z]|. en posant

i=1

J(z) = fleo) —d fleo) - (& — &o)
Z 2" — z5]
i=1

on voit encore que lim zy(r.2g) = 0 et
r—ryg

51(1’,1‘0) =

f(z) = flxo) =d flxo) (& — z0) +Z |et — zh|z1(x. 2o)

1=1
avec lim gp(r.zp) =0 {2)
r—ro

En considérant f comme une application de & dans =. on appelle
gradient de f en 1y et on note graj f(Mg) le vecteur d'origine 1/, et

0 0

de coordonnées —f(Mo). e

61’1 a-l’n

point de €. on obtient une application

gragf Q=
M grag f(AI)

(My). Si f est différentiable en tout

gragf s'appelle le champ de gradients associé a f. En posant = (z.rg) =
g1(x.2g)(l.1.....1). I'équation (2) s'écrit :

SO0 - 100) = S - (grad QL) + POLG) | ()

avec Vlin‘ll (M. M) = 0. le signe - désignant le produit scalaire, r-y =
M= Mg
n

S e

1=1
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5.5.3. Remarques

1) Les dérivées partielles d'ordre 1 peuvent exister en un point. sans
que la fonction soit différentiable en ce point.

Exemple: La fonction f : =% — = définie par:

0 sir = (0.0)
I
=Y pour (r.y) # (0.0)
r-+y
. . . A
n'est pas continue en (0.0) : en effet. de hm flz. Ax) = T il résulte

A‘?
que f n'a pas de limite en (0.0). Par su1te f nest pas dlf‘ferentlable en
af

(0.0). Cependant les dérivées partielles ﬁ(0.0) 3y

_ ——(0.0) existent et
dr
sont toutes les deux nulles.

2) Les projections p; : =" = =. p,(r1..... r,) = x, sont des applica-
tions différentiables (puisque linéaires) et la différentielle de p, en chaque
point coincide avec p, : si l'on note d x, la différentielle de p,. on a

dr,(u) = u,.

Si f est une fonction différentiable en un point rgy. alors:

!
o)) =3 L eo)u

- dx,
n
af
= (Zj ()L<zo)dzz>< )
.. E)f
d'on ZZ; £ (ro)dx,.
3) £ (7. =) est un espace vectoriel de dimension n. Pour i = l 2....n.
dr, € L(E".2) et si(e1.....€,) est la base canonique de =", on a
0 pouri#j
drl(ej):{ p jﬁj'
1 pouri=j
on voit facilement que (dx;.dzra.....dx,) est une base de L(=" =)

On a vu que l'existence des dérivées partielles en un point pour une
fonction f ne suffit pas a assurer la différentiabilité de f en ce point.
Toutefois si la fonction f est de classe C'! sur un ouvert Q de =". alors
f est différentiable en tout point de . Plus précisément :

5.5.4. Théoréme

Soient €2 un ouvert de Z" et f: 2 — =" une application. Soit a € Q.

Si les dérivées partielles —f t=1.....n.existent dans un voisinage de

dr,

a et sont continues en a. alors f est différentiable en a
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Démonstration — Soit £ > 0. On pose r = (r;.ra. ... .rn) et a = (ay.
ds,...,an). Solent zy. za,....7,—1 et zo définis par 21 = (a1,as.....
Un-1.&p). 22 ={(a1. G2, ... . Gn 2. Tp_1. L)€t 5 = (A1.... Aok Tn—k41.
Tp_k42.....0Ip) avec 2o = a et z, = r. f(xr) — f(a) peut s'écrire sous la
forme

n

=2 () = fla)) (2)

1=1

of

£ apparaissant comme la dérivée de f considérée comme fonction de
P

la seule variable z,. les autres variables jouant le réle de paramétres. on
peut appliquer le théoréme des accroissements finis pour les fonctions
d'une variable & la restriction de f au segment joignant z,_; et z,. Il
existe alors un point y,_,41 de ce segment tel que:

of

m(yn-z+l)(-r71—z'+l - an—1+1)~

flz) = fza) =

Don ()~ fla) = 3 5 (i) s — anoi)
=1

n—i+1
=3 oL (i - a)
ot f) - f@) =Y 2 @)~ )

n 8f 8f
= o) = ())L&—GJ~(w
; (3.}:1 (9.L

dJ : g :
les létant continues en a. il existe §(z) tel que. si |[x —al|| < é(¢). on a
L

af
(?rl

of

oz, <z, i=12....n

(z) =

5. (a)

D’aprés la définition des z,. si ||r — al| < d(2). alors ||y, — al| < d{¢).
et on a 0.: 6f <z.i=1.2.....n.(3) donne:

n

glerl—al

=1

st -5 o -
< nefle —df|

Of 4.

Par suite f est différentiable en zg et Df(rq) = 8



Différentielle d 'une fonction composée 129

5.5.5. Exemples
1) Soit f la fonction définie sur 'ouvert Q = {(z.y)/z> +y > 0} de
=% par f(z.y) = y/22? + y. Déterminons la différentielle de f au point
z 1
a=(L1). fi(r.y) = ———= et fl(r.y) = —=—=. f, et f! sont
: g e = ey e
définies et continues dans §2. Donc f est différentiable en tout point de

. 2 1
Qetaupointa=(1l.1)€EQona:df(a)= L/Q—_(dz’-irady)

2) De méme la fonction f(z,y) = Arctg % est de classe C'! sur l'ouvert
Q =7=" x K et en tout point (r,y) de Q. ona:

r _rdy-—ydr
21T Ty

dflr.y) = r+

—y
1.2 + y?
5.5.6. Remarque

Si f et g sont des fonctions différentiables en un point a d'un ouvert

Q.1 en est de méme de f+g. Af(A € =). fg et f si g(x) # 0 sur €. et
)

on a:

d(f +g)(a) =d fla) +dg(a)
d(fg)(a) = fla)d g(a) + g(a)d f(a)
d(Af)(a) = Ad f(a)
d <[> (a) = gla)d f(a) :f(a)dg(a)
g g°

5.6. Différentielle d’une fonction composée
5.6.1. Théoréme

Solent © un ouvert de =" et f: € — = une application. [ un intervalle
ouvert et g : I — T une application telle que g{I) C Q.

t=(g1(t). ... . gnlt))

Soit tg € I. Si les fonctions g,. i = 1.... .n, sont dérivables en #g et s1 f
est différentiable au point a = g(ty). alors la fonction composée F = fog
est dérivable en tg et on a:

PRUER < N
Fiito) = 3 - tasito) (1)

Démonstration — On pose h(x) = f(,r)—Z(;c,—a,)gj:(a) et H = hog.
1=1 i

h
On a 807((1) =0pouri=1.....net dh(a) =0. Par suite. pour £ > 0.
7
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il existe §(z) > 0 tel que si ||z — a|| < 4. alors:

ih(x) = h(a)| < zfle — af] (1)
Les g; étant dernables en 10 il existe 3 > 0. et k > 0 tel que si |t —
tol < J.on a: |g(t) —gZ (to)] < l.|t—10| pour / = 1.2....n. Comme
lg(t) — glta)]l = suplg.(t) — g, {ta)]. i =1.... .n.si )t—iol < 3. alors

llg(t) — g(to)l] < k|t — tol. (2)

Soit 4 = 111f( f) Sijt—tol <. (1)et (2)impliquent :

|H () — H(to)| < =kt — 1ol
donc H est dérivable en tg et H’(I‘ )=10.0r

d’ou

n
=> gl
1=1

5.6.2. Remarques

1) Le symbole x désigne le changement de variables: «{z, = ¢,({) i=
1.....n}. on notera *f la fonction fog. On a alors:

*(f1 + f2) = xf1 + o *(fif2) = (xf1)(xf2).
Si f est la fonction
r, =" ==
r—=r () =g,

ol z,(r) est la i-éme composante de r. alors xx, = g, et dans ce cas
particulier la formule (1) de 5.6.1 s’écrit

dx*xr, = xdwr,.

Dans le cas général. la formule (1) peut s'écrire:

ngl 011 1))

¢est-a-dire
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Dou:
d*f =xdf (1)

2) Le calcul précédent se généralise aisément. Supposons par exemple
pour le cas de 2 variables que le symbole % indique le changement de

varlable
r=g(uv.w)
y=h(urv,uw)
*f désigne alors la fonction

xf=F (v.v.w)— fg(u.vow) h(u v.w)).

St f(x.y) est différentiable. et si g et h admettent des dérivées partielles
d'ordre 1. on a: (Théoréme 5.6.1)

OF _0(xf) _ . 0y , Oh .
ou — Ou _*f10u+*y0u (2)
et des formules analogues pour w et v. En posant
SO O 09
ou  Ou  Ou
L0y _ vy _0h
du ~ Ou  OJu

la formule (2) s’écrit :

oxf _ , 0 L, 0y
W—*(ffa—u”ya—u)

3) Si en outre g et h sont différentiables la relation (1) de 1) entraine:
sdr=d*xr=dg=ygidu+g, dv+g,dw
*dy:d*y:dh:h;du—}-hidl'-l-h;dlr

d’autre part :

dF =d*f=F/du+ F/dv+F. du

sdf =+ (frdr+ fydy) = frxdr+ f+dy
:*f;(g;du—}—g:dv-i—g;du‘)+*f;(h;du+h;dl'+h’udu')
= («frgr +xfyht) du+ (xfrgr + +fyhl) dv+ (xfrgy +*fyh)dw
=F/du+F/dv+ F,du

d'aprés (2). Dot la formule :

(dxf=xd/f ] (3)
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La formule (3) généralise (1) de 1) et condense sous une forme concise
une bonne partie du cours d’analyse.

La formule (3) s’interpréte en disant que l'opérateur * (changement
de variables) est « transparent » pour l'opérateur d (différentiation).

Eremple — Soit * le changement de variables = pcosf. y = gcos ¥,
faisant passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires. En
appliquant (3) on a:

*F(r,y) = ®(e.0)
®,do+ Pydb =*f(deocosb — gsinfdf) + xf,(desind — gcos§d )
d'ou:
@, = (xf;)cosf + (xf,)sind
@y = (+f)(—osin6) + (xfy)(ocos f)
ou encore :
0¥, = *(ef. + yfy)
Py = *(xfy — yfz)

5.7. Formule des accroissements finis
Théoréme de Schwartz
Formule de Taylor

5.7.1. Théoréme des accroissements finis

n

Soit 2 un ouvert de =" et f: Q) — = une application différentiable
sur Q. Pour tout couple d'éléments a, b de Q. tels que le segment [a. b]
est contenu dans 2, il existe 6. 0 < 6 < 1 tel que:

_NOf

£
z:lal

f(b) = f(a) (66 + (1 - 0)a)(b' — a') (1)

Corollaire — Soit f une application différentiable sur un ouvert convexe
2 de =" Sid f(xr) = 0 pour tout z € £2. alors f est constante sur €.

Démonstration du théoréme — Posons F(t) = f(p(t)) ou p: [0.1] = Q
est définie par ¢(t) = (1 — t)a + ¢b. F est continue sur [0,1] et d’apreés
5.6.1, F est dérivable sur 0. 1[ avec

_Nf

N ; 81:,»
=1

Fi(t) = Zg—f (p(1)) 24(t) (1= t)a + tb) (b — a)

i=1

D'apres le théoréme des accroissements finis appliqué & F sur [0.1], il
existe §. 0 < 0 < 1, tel que F(1)— F(0) = F'(A)(1 —0): d'ou le résultat.
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5.7.2. Remarques

1) dans & la formule (1) s"écrit sous la forme:

F(AL) = F(Mo) = grad £(M) - oM,

ou M est un point du segment ouvert Mg, M 1].

2) Si f est une application différentiable sur un ouvert 2 de =" et si
les dérivées partielles sont bornées sur €2 . alors il existe un réel & > 0

tel que pour tout couple de points a. b de Q . [a.b] CQ ,on a:
|£(b) = fla)] < k{[b— all. (2)

97 (4

En effet soit A > 0 tel que Vz € Q . 3
T,

<Ai=1l....n La

formule (1) donne:

() = Fl@)} < AD ] |b —ay
=1
< k||b—al]. avec k = An

5.7.3. Théoréme de Schwartz. Formule de Taylor
5.7.3.1. Théoréme de Schwartz

Soit f : @ — = une application définie sur un £ ouvert de =". Si
deux dérivées partielles d'ordre p de f sont définies dans un voisinage
d'un point a € Q. et continues en a. et si elles ne différent que par 1'ordre
des dérivations. alors elles sont égales au point a.

Démonstration — Compte tenu de la définition des dérivées partielles
d’ordre p. a partir des dérivées partielles d'ordre p — 1. il suffit de dé-
montrer le théoréme pour p = 2.

Soit
f:QCcz*==
roy— flry)
S o o .
telle que ——=— et ——— sont définies dans un voisinage du point (a.b)
ordy  dyor

et continues en ce point.
0 f
dx Jy
et g(z.y) = flr.y) = Ary

h(z) =glx. b+ 1) —g(r.b).

(a.b).

Posons A =

Alu.v) = hla + u) — h(a)
=fla+ub+rv)— fla.b+rv)— fla+ u.b)+ fla. b) — Aur
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% est continue en (a, b) et aiugy(a'b) =0.
Soit ¢ > 0: il existe a > 0 tel que si |[(x.y) — (a.d)|| < a. alors
9%g 8 [dyg
‘aray(x.yﬁ 3y < )(I,y)’< c. (1)

Soit (z,y) tel que ||(x.y) — (a.b)|| < % et (u.v) tel que ||(u.v)|] < %.

On a alors ||(x.b 4+ v) — (a.b)]] < a. En appliquant le théoréme des
accroissements finis a la fonction

9g
= a( 7)
sur l'intervalle [z, b+ v]. on déduit de (1):
Og % 3
Liebt ) = eb)| < <ol
c’est-a-dire
[h'(2)] < el (2)

En appliquant de nouveau le théoréme des accroissements finis a la
fonction h sur l'intervalle [a. a + u]. il résulte de (2):

A )] = Th(a + w) — h(a)] < =[e] Ju].
Alu.v)

ur

< £. On a donc montré que lim

D'ou }
(u.t)—=(00) uv

9 f
Jy Ox

B(u.v) = fla+u.b+v) = fla+ u.b) = fla.b+ v} + fla.b) — pur.

. B(u.v
On montre de méme que:  lim Blu.v)
{u1)=(0.0) uv

Maintenant posons y = (a.b) et
= 0. Et ainsi on a:

lim Alu.v) — B(u.v)

(u 1)—=(0 Q) uv

donc A = p.

5.7.3.2. Formule de Taylor

Soit f 0 — = une fonction différentiable de classe ' sur un ouvert
Q2 de =" soient a et b deux éléments de Q tels que le segment [a. b] soit
contenu dans Q. On pose b = a + u : considérons la fonction

F:[0.1]-=
t — F(t) = fla+tu)
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D aprés le théoréme 3.6.1. F(t) admet des dérivées jusqu'a l'ordre p
continues. La formule de Mac-Laurin d'ordre p donne pour t = 0 et
t=1.

F(1) = F(0)+ F'(0) + %F”(O) + ot I%F‘\P)(H). avec 0 < 6 < 1.
' ' (1)

d

F'(t) =

(a+tu)uy,
i,

=1
n -)f
1
F{ Zz: B, aIJ(a-l—tu)u U

(2)
éj
F"(t) peut s"écrire symboliquement sous la forme : lz 9 f (a + 1‘u)ul} .
Il
1=1

of (2) a?.f . af‘“df a:’f af(l)af(l)

= e = .
dr, or? Or, BJJ a.rj or, Ox; O,
par un raisonnement par récurrence on montre qu'on peut écrire:

(p}
F®) [ZOI (a + tu)u ] .

En posant (

En posant

8f(”) 6f(r2) 8f("1>) a(T1+V‘2+ +7'p)f
X NEEE — .
01‘11 61‘12 a-rzp 3I"’~-~Brn"
1 1p

H

la formule (1) s’écrit alors:

1 n of 2
+Zal‘z 1)+§ Z_;a.l‘,(a)(bz_al) + .-
SR (»)
) X )
[z;f IS 2
e piD o

ol ¢ est un point du segment ouvert Ja. b[.
Remarques

1) Pour n = 2 et p = 2. la formule (2) s"écrit :

flea+hoyo + ) = flzo. yo) + hfi(xo. yo) + k fi(20. yo)
1., ,
5 (W7o + 0. yo + 0h) + 20k, (2o + Ohyo + 0K)
+k? fil (2o + Oh.yo + 0K)]  (3)
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2) En utilisant la continuité des dérivées partielles d'ordre 2. (3) peut
s'écrire. en posant M = (wg+ h.yo+ k) et Mo = (x0. yo):

FQM) = f(Mo) + (hfi + kf))(Mo) + %(h:’f”z + 2hk [, + k7 £]2) (o)

+ (R + k*)e(h. k). avec him  =(h,k)=0 (4)
(hk)—=(00)

(4) donne le développement limité de f & I'ordre 2 au voisinage de My =
(.l‘o . yo).

5.7.3.3. Application a la recherche des extrémums

Soit f une fonction définit sur un ouvert de =% Par définition f
admet un maximum local en My{zrg. yo). st f(AM) < f( Ay) pour tout
point 1/ appartenant & un voisinage de .\[0. Si f(M) > f(My). f admet
un minimum local.

Proposition — Si f admet des dérivées partielles d'ordre 1 en My (rg. yo)
et st /gy est un extremum local alors

felzo.yo) = fy(xo.y0) = 0.

Preuve — En effet posons hy(x) = f(z.yo) et ha(y) = f(ro.y). hy et ho

admettent un extrémum respectivement en rq et yg. Donc:

hi(zo) = fr(xo.yo) =0 et hi(yo) = £, (0. yo) = 0.

Remarque — Soit f : Q — = une application différentiable de classe

C? sur un ouvert Q de Z.?. D aprés la proposition précédente. si f admet
un extremum en Mg € Q. alors f, (Vo) et f; (o) sont nulles. Mais cette
condition n’est pas suffisante pour affirmer que f admet un extremum en
AMy. Par exemple si f est la fonction (r.y) — 23 + . alors f2(0.0) =0
et f;(0.0) = 0. mais (0.0) ne correspond pas a un extremum local.

car dans n'importe quel voisinage de (0.0). il existe des points vérifiant
flr.y) < f(0.0) et dautres points tels que f(x.y) > f(0.0).

S1 fl(Mg) et f;(J[O) sont nulles. pour vérifier que f admet un extre-
mum en M. on utilise souvent la formule de Taylor:
floo+h.yo+ k) = flro.yo)

0*f
dx Oy

(h g f(uo) + 2Rk —2 (7o) + A°() f(\fo)> + (h* + k)= (h. k)
avec lim  =z(h. k)=
TRKY=(0.0)

a le méme

0)
_ 7 L(Alp) et
o2

Pour M (ro+h. yo+k) assez voisin de My Af = f{M)-f(M

9 2 5?
signe que p(h. k) = ph=+2rhk +qk-. ou p = f) {( My). q
dx*

9? . .
r= ! —=— (o). lorsque ces dérivées partielles ne sont pas toutes nulles

Jr dy
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p(h. k) est un polynéme de degré 2 en h. 1l gardera un signe constant
si 77 — pg < 0: dans ce cas. on a:

o f(M)— f(My)>0sip>0et fadmet un minimum local en 1.
o f(M)— f(Mp) <0sip<0et fadmet un maximum local en 1.

Si r? — pg > 0. p(h. k) ne garde pas un signe constant : f n'admet pas
d’extremum en a.

Exemple — Trouver les extremums de la fonction f{x,y) = 2r + 8y —
=2y

f=2l-a): fi=42-y)

fr(Mo) = fy(Mo) =0 <= Mo = (1.2).

LMoY = =2 et [flfie = (£2,)7] (Mo) = (=2)(=4) = 8 > 0. d'on

My est un maximum pour f.

5.8. Fonctions implicites
Formes différentielles

5.8.1. Théoréme (des fonctions implicites)

Soit © un ouvert de =2 et f: ) — = une fonction de classe C'! sur
Q.

Soit I'équation f(x.y) = 0 (1). On suppose que:

1) il existe (a.b) € Q tel que f(a.b) =0,

2) fyla.b) #0.

Alors il existe un intervalle [a;. a»] centré en « et une fonction conti-
nue

Srilara] o =
z > o)
telle que: f(r.2(x)) = 0 Vo € [a1.a2] et b = f(a). En outre » est
dérivable sur Jaj.as[ et on a:

S (eop(a)

.V ay. as|.
fy e o)) T el

P ) =

» est dite fonction implicite définie par 1'équation (1).

Preuve

1) Supposons par exemple f;(a.b) > 0. Comme f, est continue. il
existe un voisinage 1V '(a. b) = [a]. a5] x[b1. b2] de (a,b) tel que fi(z.y) > 0
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l

f/

et continue sur 11’ (a.b). fl et f; étant continues dans cet ensemble.

pour tout (x.y) € 13 (a.b). La fonction (z.y} — == (r.y) est bien définie

Si 11 (a.b) est assez petit. alors il existe un réel & > 0 tel que:

fe
1y

Iy y)~ <k Y(r.y) €TV (a.b). (1)

2) D aprés le théoréme des accroissements finis on a:

fla.ba) = fla.b) + (by — b)f;(a.cQ). oll ¢a €]b. ba
= (bg — b)f;(a C'g)

Comme f;(a.c2) > 0. alors f(a.b2) > 0. De méme

fla.b1) = fa.b) + (b1 = b) fy(a.c1)
= (b1 — b)fy(a.c1). avec ¢ €]by1. 0]

d'ou f(a.b1) < 0. Comme les fonctions & — f(xr.b1) et & — f(r.by) sont
continues. il existe un intervalle centré en a. [a;.aa] C [af.db]. tel que
f(z.b2) > 0et f(r.b1) < 0 pour tout r € [a;.as).

En posant 17(a.b) = [a;.as] x [b1.ba]. I'inégalité (1) de 1) est encore
vérifiée sur V(a.h).

3) Pour tout « € [a;. as]. considérons la fonction

vr . [blbg] — =
yroe(y) = flx.y)

Pr est continue et dérivable sur [b1. ba] et on a 2L (y) = fy(x.y).

Les inégalités . (b1) < 0 et p(ba) > 0 entrainent. d'apreés le théo-
réme des valeurs intermédiaires. l'existence dun point y, € [b1.ba] tel

que 2r(ye) = 0.

Puisque " (y) > y € [by.ba]. p est strictement croissante sur
I'intervalle [b;. bs]. Don y est 1'unique point de cet intervalle vérifiant
Pr(yr) = 0.

Ainsi la correspondance r — y, définit bien une application sur l'in-
tervalle [a;. aa]. Notant ,» cette application. on a: »(a) = b. f(r. 2(x)) =
0 pour tout x € [a. b

4)  est continue sur {ay. as]. En effet soit rq € [ay. an]. ro fixé. U'(a. b)
étant convexe. pour tout r € [aj.as]. il existe d'aprés le théoréme des
accroissements finis. un point (', appartenant au segment ouvert reliant

(0. p(x0)) et (z.p(x)) tel que:

0= f(z.2(x)) = f (0. p(x0)) = (= 20) f(C) +{p(x) — 2(x0)) £,(C)
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D'ou
f2(Cy)

el Il J i d aprés (1

Par suite si z tend zg. p(x) tend vers p(xg): et  est continue en rg.

le(z) = (xo0)| = |z — o

3) p est dérivable sur Ja;j.as[. Soit & € [a1.as], x fixé. Soit h assez
petit de sorte que x + h €]a;. as[. D'aprés la continuité de » on a:

2(x+h) =p(x) +=(h). avec %1_{% s(h) = 0.

D’autre part d’aprés la formule des accroissements finis, il existe 8,
0 <8< 1. tel que:

0= f(z+hg(z+h) - fle p(z))
= hfy (x4 0h, o(x) +0e(h)+(p(x + h) — o(x)) f (x + Oh. p(x) + 02(h))

ezt h)—p(x) o fi (x4 0h p(x) 4 82(h))
D'ou p = Fy (2 4 6h. o(z) 1 0=(h)) : quand h — 0,
fe (x,2(2)

le second membre tend vers — . les fonctions f; et f; étant

(2))
fy (x.9(z))
continues et fy (z.(z)) > 0. Par suite p e

T ATRIE)
PTG

st dérivable en x et on a:

5.8.2. Remarques

1) On peut généraliser le résultat précédent aux fonctions de n va-
riables, n > 2, (avec une démonstration analogue). Par exemplesi f(x.y, z)

est une fonction de classe C'! vérifiant f!(zg.yo. 20) # 0 et f(xg.yo. 20) =
0. il existe un voisinage ouvert 17 de (zg.yo) et une application

o V3
(z.y) = plz.y)

telle que: zo = ¢(z0.y0) et f(z,y.p(r.y)) = 0V(z.y) € V. p est diffé-
rentiable sur V" et on a:

) _ T (r oy o plry)
PelEy) = =5 )
AR
Y =y e y) v

2) Si on sait que  est différentiable, on peut trouver les relations (1)
aisément. En effet soit le changement des variables

L =
QY =y
z = p(r.y)
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ona:xf=f(ry e(r.y)=0surl.
dxf=xdf
=x(frde+ fidy+ fid=)
= sfpdrr+xfydsy++fld*:

= (+fp T +fi2 ) da+ (of) ++fl7,)dy =0
d’ou:
#fr+xflpr =0
xfy+xfloy =0

3) L'équation f(r.y) = 0 définit implicitement une courbe ¥ de =7
En un point (zg.yo) € Q2 tel que fi(zo.yo) # 0. y = »(x) est une
représentation cartésienne de % au voisinage de rg. L'équation de la
tangente & € au point (rp. yo) est

y—yo =9 (x0)(t = 20) = =T (2 — o).

4) Soit f une fonction numérique de classe C'! sur 3. L'ensemble
des points 1/ dont les coordonnées vérifient 1'équation f(z.y.z) = 0 est

une surface (S) de 23.

Trois fonctions r = x(t). y = y(f) et + = =z(f) dérivables sur un
intervalle I, représentent paramétriquement une courbe I' de (S) si:

Fit) = f(x(t).y(t).=(¢)) =0 pour tout tel.

xr
La relation xd f = d*f =0, 00 * ¢ y = y(f) montre que le vecteur

= (£2 (2 (), (). 2(6) . £} (2(t). y(D). 2(0)) . £ (2(1). y(1). (1)) est nor-
mala T'en M(t) = (2(2). y(t), =(1)).

Ainsi les courbes de (S) passant par un point A/ ont leurs tangentes
en ce point situées dans un plan Py passant par 1/ et perpendiculaire
a No = (f1(Mo). fy(Mo). fi(Mo)) appelé plan tangent & (S) en Mo. Ny
est le vecteur normal & (S) en Mo(zo. yo.20). Le plan Py a pour équa-
tion :

(2 = 20) /1 (Mo) + (v = wo) fy (Mo) + (= = z0) /1 (Mp) = 0|

Si I'équation de (S) est donnée sous la forme:
z=p(r.y)ouz—p(r.y) =0. alors

No = (=9%(x0. %0). —} (20. y0). 1) (1)

et Py a pour équation: z — 2o = ¢ (xo. yo)(r — xo) + (2o Yo )(¥ — Yo).
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‘5.8.3. Formes différentielles

On traitera ici pour la simplicité des notations les fonctions de deux
variables. Les définitions et résultats pourront étre aisément étendus aux
fonctions de plusieurs variables. Si f :C F2 — B est différentiable sur €,
alors:

df = frlz.y)de+ f(x.y)dy.
Par extension on a:
5.8.3.1. Définition

On appelle forme différentielle de degré 1 sur un ouvert Q de R? toute
combinaison linéaire

w(z.y) = Plz.y)dz+ Q(x.y)dy
des diftférentielles d x et dy, P et @ étant des fonctions sur €.

5.8.3.2. Définition

Soient deux formes différentielles w; = Py de+Q1dyetwos = Pod x+
Q2 d y définies sur un ouvert Q de 2. Par définition :

Pr=P

Q1= Q2

i) witwe = (P1+P)dr+(Q1+Q2)dy

i) fwi = (fP1)dz+ (fQ1)dy, st f est une fonction définie sur Q2

l) W1 = Wy <:>{

5.8.3.3. Définition

Une forme différentielle w définie sur un ouvert Q de B? est dite
exacte s1l existe une fonction f différentiable sur Q2 telle que w = d f.

5.8.3.4. Définitions et remarques

1) Une équation différentielle du 1" ordre est une équation de la
forme:

w=Plz.y)de+Q(xr.y)dy =0. (1)

ii) Une solution de (1) est une fonction *y = p(z) définie sur un
intervalle 7, telle que

* =0 (2)

ou encore. ce qui est équivalent. P(x. p(x)) + Q(z. p(z))¢'(z) = 0 pour
tout r € I.

ii)’Le graphe d une solution de (1) est appelé une courbe intégrale
de (1).
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Soit I' une courbe intégrale de (1) d’équation y = p(z). L'équation

(2) exprime que le vecteur 1" = (P(z.¢(r)). @(x.¢(2))) est normal a T
au point M{x.(x)).

1v) Si la forme w est exacte. c’est-a-dire si w = d f 1'équation (1)
devient :

w=df=fide+fidy=0. (1)

Si le domaine de définition de f est convexe. les solutions de (1°) sont
les fonctions définies implicitement par :

flz,y) =%k, oU k est une constante. (2")

5.8.3.5. Remarques

1) si I’équation (1) est de la forme:
w=a(r)dz —b(y)dy. (3)

elle est dite a variables séparables. Dans ce cas. si A(z) (resp B(y)) est
une primitive de a(x) (resp de b(y)), la fonction f(z.y) = A(z) — B(y)
vérifie w = d f; donc w est exacte et les solutions de (3) sont définies
implicitement par 1'équation A(x) — B(y) = k. oi k est une constante.

2) Soit w = P(r.y)dz + Q(x.y) dy une forme différentielle exacte
sur un ouvert Q de 22, ¢'est-a-dire:

w=dFf. (4)

ol f est une fonction différentiable sur Q. Si f est de classe C'* on voit
facilement que (1) entrafne:

Pz y) = Q,(x.y) (5)

Réciproquement on montre que la condition (5) entraine que w est exacte.

5.8.3.6. Exemples
Intégrer les équations différentielles :
1) ede+ydy=0.
2) xdy—ydz =0.

En posant f(r.y) = 22 + y>. les solutions de 1) sont définies par
équation implicite: 2* +y* = k car 1) <= fr.dz+ fydy =0. D'on

les fonctions y = Vk— 22 et y = —\/k — 2 sont solutions de 1). La

solution dont le graphe est (0,0) est dite solution singuliére.

De méme pour 2) la solution dont le graphe est (0, 0) est une solution
singuliére.

. 1
Pour r # 0. 2) est équivalente a: —dy—%dx :f;dx—i-f;dyzo.
x xr?

ou f(r.y) = Y Do les solutions sont données par y_ k. k étant une
z r
constante.
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5.9. A RETENIR

1 — Soit Q un ouvert de =", f : Q@ — = une fonction sur Q. On note
(€1.€9.....€,) la base canonique de =".

1.1 — Dérivée partielle de f par rapport a la variable z,. au point
Lo -

3_f (o) = lim o +te,) = flxo)
Oz 0/~ {50 t

si cette limite existe.
1.2 — f est différentiable en ry. si et seulement si:
fleo +h) = f(xo) + L(x — 2g) + [|v — ®o]|z(2 — x0)

ou L € (=" =)et lim =(r—2xg) = 0. L =d f(ro) est la différentielle

r—ro
de f en xq et

Za_f (ro)dx,

ou d r, est la différentielle de I'application r — r,.

1.3 — Existence de la différentielle en ry. Si les dérivées partielles

d . . :
?—f (i =1.2.....n) sont définies dans un voisinage de rg et continues
ar,

en rg. alors f est différentiable en rg.

2 — Différentielle d une fonction composée

Soient f : € — =. différentiable en rq. et g : I C =~ - Q C ="
dérivable en tg. avec g(tg) = xg. Alors F = fog est dérivable en tg et
on a:

Flitg) =3 9 (aopalito) (1)

=1

La formule (1) s'écrit: xd f = d *f oux est le changement de variable
r=g(t).

3 — Formule des accroissements finis
Soit f: Q — = différentiable sur Q. Alors pour tout couple d’élé-
ments a. b de Q tels que [a.b] C Q. il existe § (0 < 8 < 1), tel que:

10 - 5@ =32 o4 (100 0 )
=1 1
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4 — Théoréme de Schwartz

Soit f : Q — & une fonction.
Si deux dérivées partielles d'ordre p(p > 2) de f sont définies dans
un voisinage de a € (2 et continues en a. et si elles ne différent que par
l'ordre des dérivations, alors elles sont égales en ce point.

3 — Formule de Taylor

Soit f: Q@ — R de classe CP sur 2. Alors pour tout couple de points
a.bde Q2 tel que [a.5] C Q. 0n a:

n (2)
0 0
fB) = fla)+ ) 8f (a)(b' — ') + % [Z 8j<a><b' - al)l
1=1 : © L !

oll ¢ est un point du segment ouvert |a. b[.

6 — Théoréme des fonctions implicites
Soit

f. Q-
(x.y) = f(z.y)

une fonction de classe C'! sur un ouvert de Q de =2 Soit I'équation :

fley) =0 (1)

On suppose que:

1) il existe (a.b) € Q tel que f(a,b) =0,

2) fyla,b) #0.

Alors il existe un intervalle [a1.a3] centré en a et une fonction
¥ [a1.a2] — K continue telle que:

fle, p(z)) =0.Ve € [ay.az] et b= f(a).

" fi (x.#(x))
> est dérivable sur Ja;,as[ et on a: o'(r) = - 2—T—~.
’ Jau, | P = T )

La fonction y est dite fonction implicite définie par 1'équation (1).
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5.10. Exercices et problémes

2
1) Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = Y (z,y) £

2 + y4
(0,0) et £(0,0) =0.
a) f est elle continue en (0,0)7?

b) Montrer que VA € R, la fonction £ — f(z, Az) admet une limite
quand & tend vers 0.

2) Soit la fonction ® définie sur R par ®(t) = 1 si ¢ est rationnel, et
0 sinon. On considére la fonction
fRZSR
(z,y) — z2®(z) + y*D(y)

a) Montrer que f est continue et différentiable en (0,0).

b) f est-elle continue, différentiable sur R2?

3) Soit la fonction u définie sur R par u(t) = ¢?sin % sit # 0etu(0) =

0. On consideére la fonction F définie sur R? par F(z,y) = u(z) + u(y).
Montrer que F' est différentiable mais que les dérivées partielles ne sont
continues.

4) Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = zy s |y| < |z,
flz,y) = —zy si |y| > |z|. Montrer que aZ—f(O 0) et ﬁ(o 0)

existent et sont différents.

5) Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, et
calculer leurs dérivées partielles si elles existent :

2 _ .2
2 .02 r—y
_ . - 1
f(z,y) = z°sin®y; g(z,y) = Arctg p (1)
foo a2 : s
h(I,y) e Log M ; u(;l;,y) —=ev+tev (2)
x2 +y2 +z

6) Etudier les extremums des fonctions suivantes :
i) flz,y) =22 ~zy+y? + 3z —2y+ 1,
i) g(z,y) = 23+ ® — 3zy.

7) Trouver trois nombres positifs dont la somme est égale a un
nombre positif a donné, et dont le produit est maximum.

8) Donner I’équation du plan tangent et I’équation de la normale &
la sphére

Sy = {(z,y,2)/2? + y* + 2% = 9} au point P(1,2,2).
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9) Soit l'application de =.? dans = définie par :

£0.0)=0. fler.y) = %;y) si (x.y) # (0.0)
i) Montrer que f est de classe ! sur =°.

i1} f est-elle de classe C? sur =.°7
10) Soient n € [7". p € I™. Soit f : =" — = une fonction de classe
C?T et homogéne de degré p  (f(tr) = f(x). Vic =)

1) En utilisant la formule de Taylor pour f au voisinage de 0. montrer

que
fhm ( Zz‘" PPe(x ):0

t>0

: (h)

on Pelx) = [Z Lo

1) En déduire que f(r) = Py(x).

11) Montrer que la relation e""¥ = 1 4+ r + y définit implicitement
une fonction o telle que y = (x). au voisinage de (0.0). Déterminer 5/
et ' au voisinage de (0.0) et en déduire

Coo(e
lim i ).
r=0 r

[3%)

12) Soit f la fonction définie sur =* par f(r.y) = y®> + ry —e”. On
considére la relation suivante: f(r.y) = 0.

a) Montrer que cette relation définit. au voisinage du point A(0.1).
la variable y comme fonction implicite de la variable z.

b) Montrer que cette fonction admet. au voisinage de 0. un dévelop-
pement limité a 1'ordre deux. Déterminer ce développement.

13) Soit f : 2% — = une application différentiable de classe (1.
_ d .
On suppose qu'en tout point (r.y. ), EJ;(I' y.z) # 0. Soit S la surface
définie par f(z.y.z) = 0. i

a) Montrer que pour tout pomt A € =3 la dérivée partielle de f
par rapport & un vecteur ¥ € =% noté dg f(.\[) est maximale quand

&= grad f(Al).

b) Montrer que dz f(3) = 0 pour tout vecteur i de I'espace tangent
aSen M.



Chapitre 6 : INTEGRALE
AU SENS
DE RIEMANN

6.1. Intégrale d’une fonction bornée définie
sur un segment :
Définitions et propriétés

6.1.1. Définition
6.1.1.1. Définition

Soit [a.}] (a < b) un segment. On appelle subdivision de [a. )] toute
suite finie strictement croissante ¢ = (a = g < 21 < ... < ¥, = b). n
est la longueur de ¢. Dans la suite on confondra, la suite ¢ et 'ensemble
S={a=1r9.21.... . ry, = b} qu'on appellera aussi: subdivision de [a, b].

Soit S = {xg.ry.....r,} une subdivision de [a.b]. 2o = a. 2, = b
et r, < Z;jy1. pour 0 < 7 < n.. On appelle pas de S, le nombre Z(S) =
Sup(z,41 —z,).0< i< n.

Soit f :[a.b] = = une fonction. S = {rg. r1,....r,;} un élément de
I'ensemble D des subdivisions de {a. b].

On pose H = Sup |fr)l

r€la.b]
= 1nf
m rEH[la,b] flx)
M = Sup f(r)
refa b]
m, = nf f(z) (0<i<n)

refe, roy1]

Sup  f(z) (0<i<n)

refz, . riq1]

et, *‘-[i

On appelle somme de Darboux inférieure de f relativement & S le nombre
n—1

réel S(f,S)= > my(xiy1 — z;). et somme de Darboux supérieure de f
1=0

o n-—1
relativement & S le nombre réel S(f.S) = > M/{(zi41 — &,).
i=0
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_ Pour tout S € D. et pour tout S' € D. on a: m(b—a) < S(f.5) <
S(f.S) < M(b-a).
6.1.1.2. Définition
On appelle intégrale supérieure de f sur [a.b] le réel
I(f) = inf (S(f.S)). et intégrale inférieure de f sur [a.b] le réel
I(f) =SupS(f.5). S€D.
Théoréme (de Darboux)

Soit f : [a,b] — = une fonction bornée. Pour tout réel ¢ > 0, il
existe un réel n > 0 tel que, pour toute subdivision S de [a.b). telle que
w(S) < n on ait:

S(f.S) 2 I(f) —cet S(£.5) <I(f) +e.

Démonstration
Soit £ > 0. Il existe une subdivision ' = {xj.zf.... .z} de [a.b]
telle que:
. n-1
S(£.9) <T(f) +5 onS(f.5) = gmﬂ —2,)}.
M= Sup [f()(0<i<n)

T€[r,,ro41]

o € oo 1 ,
Posons: m = Sn(H T 1) ol H = rgﬁfb] [f(2)]. n2 = 5 oélilﬁn(l’“ r)
et n' = inf(n.72).

Soit S = {xo,x1,... .Zm} une subdivision de [a.b] de pas @(S) < .
Pour tout 7, 0 < i < n. il existe p (0 < p < m) tel que: 2,1 <
r; < rp < - < 2y < xjyy < 2py1. La portion en S, de la somme
_ m—1
S(f.S)= 3 (rky1—zk)Mr.ou: My = Sup  f(x). qui correspond

k=0 IE[Ik,-Tk-{-l]

au segment [rf.x] ], (0 < i< n). est:

Sy <(xp —z))Mpo1 + -+ (&g — 2go1) Mg_1 + (£j41 — 24)Mj.

Ona:S <(rp—x)Mp_1+ (xqg—2p)M] + (1,1 — 2q) My, car:

M, <M/ Mpyp <M, ... Vg < M. ce qui entraine:

Sy <l —x))M{+(xp — ) (Mp_y = M) + (2, — 2g) (Mg = M)).
dou: S; < (z74) — ;) M) +2H (rp — x)) + 2H(x},; — Z4).

et: S, <(z,,, — )M/ +2Hn +2Hn = (2, —z,)M] + 4H7'.
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Tl résulte de ces inégalités que: S(f z S, < Z Ly —xy) M+

4nHn'. ce qui entraine : S(f. SZ S(f.S)+<.car:4nHny < 54(—"};{%:;—1)

On a donc: S(f.S) S?(f)—l-?-}—f d'ou: b(f S) < I(f)+

On démontre de la méme maniére que. pour ¢ > 0 donné. il existe
n” > 0 tel que pour toute subdivision S de [a.b]. I'inégalité 5(S) < »”
implique S(f. 5) > L(f) — =

En prenant n = inf(5'.7"). alors pour toute subdivision S de [ab].
I'inégalité &(S) < np implique: S(f.S) < I(f) +zet S(f.S) > I(f) —¢

Conséquence ;

Si (S,) est une suite de subdivisions de [a.b] telle que lim Z(S,) =

—++x
0. alors:

lim &(f.5p) =1(f) et im S(f.5,) = I(f).

n—4oc n—42

6.1.1.3. Définition

Soit f une fonction définie et bornée sur le segment [a. b]. On dit que
f est intégrable au sens de Riemann sur [a.b] si I(f) = I(f): cette valeur

comrmune [(f) sera alors notée I(f) = / flr)d z. et appelée l'intégrale
de f sur [abd].

6.1.1.4. Théoréme (Caractérisation des fonctions intégrables)

Soit f une fonction définie et bornée sur un intervalle [a.b]. Alors f
est intégrable sur [a, b] si et seulement si, pour tout £ > 0. il existe > 0
tel que. pour toute subdivision S = {xg.r1.....2,} de [a,b]. l'inégalité
«(S) < n entraine :

Z (Tig1 — &) < 2.
1=0
ollw, = Sup f(z)— inf  f(z).estloscillation de f dans [2;. 2, 41].
r€[r, riq1] refr,.r,41]

Démonstration — Soit £ > 0. il existe 7 > 0 tel que. pour toute sub-
division S de [a. b]. I'inégalité &(S) < n implique les inégalités S(f. S) <

)+ 5 et S(1.9) 2 L(f) =5

Montrons que la condition est nécessaire: si I = I, des inégalités
0<S(f.S)-1I< 5 et 0<T-5(f.5) < 3 on déduit, pour Z(S) < 7.
que:

0<5(f.5)=S(f.9) <e.
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Ce qui s’écrit :

—

n—
0< willip1 — &) < =
1=0

Montrons que la condition est suffisante. Soit ¢ > 0, et soit n > 0

tel que pour toute subdivision S = {xg.z;..... rp} de [a.b] vérifiant
n—1
«(S) < n, 'on ait Z.u‘,(.l‘,+1 —r;) < <.
=0
_ Pour une telle subdivision S on a g_f S)y—=S(f.S) <= 0r: 1<
S(f.5) et S(f.5) <L donc0<I-I<S(f.5)-S(f.9)<¢

Eremples:
1) S1 f(x) = c pour tout «x € [a.b]. alors f est intégrable sur [a. b] et

b
/ flz)dz =c(b-a).

2) Soit f la fonction bornée sur [0.1] définie par:
fley=—1sizef0.1]]nQet f(x)=1sire[0.1\Z.

Pour toute subdivision S = {xg,z1.....z,} de [0.1] et pour tout
i, 0 < ¢ < n, 1l résulte de la densité dans = de _ et de =\ZJ. que
Sup f(z)=1et inf  f(x) =-1

T€[r.ri4a] TE[r, Ty

Dot 0 < S(f.S) — S(f.S) = 2. 1l en résulte que cette fonction f
n'est pas intégrable sur [01].
Conséquences:

1 — Si f est une fonction définie et bornée sur un intervalle [a. b]. on
peut imposer a toutes les subdivisions S de [a.b] de contenir des points
fixés & l'avance sans modifier 'intégrabilité ou la non intégrabilité de f.

2—Sif est une fonctlon deﬁnle et bornée sur un intervalle [a.}], e
intégrable sur [a.c] et sur [c.b], (¢ < ¢ < b). alors f est intégrable sur

abet/f dx—/f dr-}-/f )dz.

3 — Si une fonction f. définie et bornée sur [a.}]. est intégrable sur
[a.b]. alors pour tout c. (a < ¢ < b), f est intégrable sur [a.c].

6.1.1.5. Proposition
— Si f est bornée et intégrable sur [a. b] d'intégrale I. alors pour tout

g > 0. il existe > 0, tel que pour toute subdivision S = {zg, x1,... .z}
de [a b]. I'inégalité T(S) < n entraine:

Zy T,41 — i) < £ Yu; € [my, M),

avec: m; = lnf fle)yet M, = Sup f(x).

z€[r, rit1] refr, . rop1)
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Démonstration :
Etant donné = > 0. il existe 5 > 0 tel que. pour toute subdivision $
de pas &(S) < n.1l'on ait:
S(f.S)<T+zetS(fS)>I-=

Pour une telle subdivision S on a:

n-1

—:<I=S5(£.5)<T=) mlrsi—2)<T=S(f.5) <z
1=0

Conséquence :

Si f est bornée et intégrable sur [a. b]. alors:

Notons A, ) l'ensemble des fonctions bornées sur [a.b] et Al b
I'ensemble des fonctions bornées et intégrables sur [a. b].

6.1.2. Propriétés
6.1.2.1. Proposition
Soient f. g. € ][a b €t A€ = Alors:

b b b
Dftge Sayet [ F+ade= [ faaet [ gas

b b
20 Sppe [ ONEdr=x [ foas

Démonstration :

1) Soit = > 0. il existe 7 > 0 tel que. pour toute subdivision S de
[a b] I'inégalité &(S) < n entraine:

%l

0<

m

(f.S)=S(f.8) <5 et 0<S(g.5) = S(g.9) <

N

Pour Z(S) < n on a donc:

<S(f+9.5) = S(f+9.5) <S(f.5) +S(g.5) = S(f.5) - S(g.9).
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ce qui entraine:
0<S(f49.9=-S(f+9.5) < (S(f.5)=S(f.9)+(5(g.5) - S(g.9)).

dou:0< S(f+9.5)—S(f+g.5) <=

Par suite f 4 g est intégrable sur [a.b] et on a:

b
/(f+g)(r)dr=
. 1 n—1 ( 'b—a
= ot kz_%(f-f-g) n )

. 1 b—a
—nETx; Zf( +1\—>+f<a—|-/\ n )]
N”Zl 1 b—a
:nkl-?:\:; f( ) +n—l—1>I-Px;l:f <C1+1\ n )]

, Lk=0
:/a f(r)dw+/a glr)da.

2) Si A > 0. pour toute subdivision S de [a.b]. on a:
S(AF.S) = AS(£.5) et S(Af.S) = AS(f.S).

dou: IAf) = M (f) et L(Af) = AL(f).

Si A < 0. pour toute subdivision S de [a.4]. on a:
S(Af.S) = AS(f.S) et S(Af.S) = AS(f.S). dou:
I(Af) = M(f) et I(Af) = M(f).

Dans tous les cas. si f est intégrable sur [a.b]. on a donc: I(Af) =

I(Af) et par suite:
b b
/ (Af)(r)de = A/ f(e)de

}[a 5] €St un espace vectoriel sur = et I'application: I: /[a.b] — =
f — I(f) est linéaire.

Conséquence :

6.1.2.2. Proposition
Sif.ge /[a‘b]. alors fg € /[a b

Démonstration — Supposons d'abord f > 0 et g > 0 sur [a.b]. Soit
¢ > 0. Comme f et g sont intégrables sur [a.b]. il existe n > 0 tel que
pour toute subdivision S = {zg = a.21.... .1, = b} de [a,b] de pas
<(S) < n, l'on ait:
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n—1 -
M, —m) (x4 — T -
120( my ) (241 £)<2(1+H’)
et
— 1M — w2 — _
=" (= mlre =) < 5 )
avec M, = Sup f(x).
TE[r: Toga]
m, = inf _f(r).
reflr,.riq1]
H= Sup 1.
0<i<n—1
M= Sup g(x).
refr, ro41]
m; = mf g(x).
J‘E[-l'r J‘,+1]
H' = Sup M/
0<i<n~1
Posons: D, = Sup f(z)g(x). d, = _inf f(xr)g(x). on a les
relr, 4] reflr, ri41]

inégalités: 0 < D, —d, < M, M/ — mym]. d'ou

n—1 n—1
Z(DZ —d ) zipr — ) <Y (MM, —mim) (&g —2,)

1=0 0

-

n-—

< (M — m) M)+ (M = m)m,] (2,41 — 1,).
=0
11 en résulte que
n—1 n—-1
SD = d) (e — i) S H' Y (M=) (e — 21)
1=0 1=0
n—1
+HY (M = m) (24— 2,).
1=0
d’ou
n—1 H/: H: = c
D, —d, —r)< -2ty T oty
2 Newi—2) S s Y oaym 5213

1=0
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— Supposons maintenant que f et g sont deux fonctions bornées et
intégrables quelconques sur [a.b]. Posons m = il[lf f(z) et
rela.

m' = inf g(r).
r€fa.b]

Onaalors: fg = (f—m)(g—m')+m'f+mg—mm’. d’ou l'intégrabilité
de fg. car (f — m) et (y — m) sont positives sur [a. b]

6.1.2.3. Proposition:

SLf € f, alors: ft = Sup(f.0) € Hany € f7 = inf(£.0) €
/[ab]'

Démonstration — Soit une subdivision § = {wg =a. x1.... .2, = b} de
[a.b].on pose M; = Sup f(x).m, = inf f(z).
réfr,.ri4a) refr, riga]
D,= Sup fY(r).d, = inf f¥(x)
relr, roga) r€fr, riq]

Soit = > 0. f étant intégrable sur [a.b]. il existe n > 0 tel que. pour

toute subdivision S = {r¢g = a.xr1.... .4 v, = b} de [a.b] de pas inférieur
n—1

an lonait > (M, —m)(ri41 —x,) <z
1=0

St M, <0 alors D, =d, =0.etonal0=D, —-d, <1, —m.
sim, >0.alors D, =M, etdi=m,etonal0<D,—d =1;—m,.
st M; >0etm, <0, alors D, = M, etd, =0etona:0< D, —d; <
M, —m,.

n—1
Donc. dans tous les cason a 0 < D, —d, < M, —m,. d'ou > (D, —

1=0
d)(xig1 — 2, i M, —my)) (2,41 —&,) < z. et I'intégrabilité de f en
résulte. B
L'intégrabilité de f~ sur [a. ] résulte du fait que f~ = —(=f)7T.

Corollaire 1 — Si f € £}, . alots |[f[ € £, -

Démonstration : Ce résultat s’obtient en remarquant que |f| = f¥ — f~.
Corollaire 2 — Si f. g € /[a.b], alors Sup(f.¢). inf(f.g) € ][a 5"

Dfmonsz‘r(n‘lon Ce résultat s‘obtient en remarquant que: Sup(f.g) =
SUf—gl+ f+9).inf(f.g) = — Sup(—f. —g).

6.1.2.4. Proposition

Solent f et g deux fonctions définies. bornées et intégrables sur [a b].

b
1) Si f(x) > 0 Vr € [a b]. alors / flz)dxr > 0.
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b b
2) Si f(x) > g(x) Vo € [a b]. alors / fle)ydz> / g(r)dx.

) /abf(l‘)dr §_[j|f(r)|dr.

Démonstration :

1) Si f(z) > 0 Vr € [a b]. alors pour toute subdivision S de [a.b] on
aS(f. S)>0.dou

/abf(r)dx=7(f)20.

2) Daprés 1). on /ab(f(r)—g(z))erO:or
[ st =t dl—/ ferde— [ ote)ae. done
IREE /

3) On a —|f(x)] < f(x) <|f(x)] Vo € [a b]. donc

[ Mipede< [ fmaz< [ 1wl
[ L /

/abf(r)dr s/ablf(r)ldr.

6.2. Exemples fondamentaux
de fonctions intégrables

Il en résulte que

6.2.1. Proposition

Toute fonction continue f sur un intervalle [a.b] est intégrable sur
[a.b].

Démonstration — f étant continue sur [a.b]. elle est bornée sur [a.bd].
D autre part. d'apreés le théoréme de Heine, f est uniformément continue
sur [a.b].

Soit £ > 0. il existe § > 0 tel que pour tout couple (r.z’) de [a 8] x

[a.8]. I'inégalité |r — x'| < 75 entraine |f(z) — f(2')] <

b—a+1
Soit S = {rp = a.r1.....x, = b} une subdivision de [a.b] de pas
strictement inférieur a n Alors. pour tout 7. 0 < i < n— 1.1l exlste
0 € [ z+1] etz € [-lz Tz+1] tels que M, = Sup flr) = f(yz)
relr, ri41]

m, = inf  f(x) = f(z).

relr,.ryt1)
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On a alors (M; —m,) = |f(w) — f(2)| < b_——éﬁ' car |y, — 5| < 7.
n=1 z ks (b—a):
Dol iZ:O (]\f,’—lnz)(‘l’l+1—‘1,‘l) S m lz_%.l’l+1—.l’, = m < z.

¢ étant quelconque. ceci prouve que f est intégrable sur [a.b].

6.2.2. Proposition

Toute fonction monotone sur un intervalle [a.b] est intégrable sur

[a.8].

Démonstration. On suppose f croissante. Dans le cas contraire. on se

raméne & cette hypothése en considérant la fonction ¢ = —f.
b—a g
Soit £ > 0. 1l existe ng € 11 tel que < - .
° M T ST - @) +1
Soit S = {ro = a.xy.... .z, = b} une subdivision de [a.b] de pas
h—
inférieur & n = a.
ng
Alors on a
n—1 b—a n-—1
D fleen) = flan] (zren = 20) < —= 3 [flanp) = fl)]
1=0 1=0
ce qui entraine:
n—1 b—a
Y fla) = S} (e = 00) < =—[f(b) = fla)] < =

1=0
Dot l'intégrabilité de f sur [a.b].

6.2.3. Fonctions continues par morceaux
6.2.3.1. Définition

Une fonction f définie sur un intervalle [a.b] est dite continue par
morceaux sur [a.b] s'il existe une subdivision S = {¢p = a.c;.....cp =

b} de [a.b] telle que pour 0 < i < n — 1. la restriction de f & Jo,. &,41]
est continue.

6.2.3.2. Proposition

Si f est continue par morceaux et est bornée sur [a.b]. alors f est
intégrable sur [a.b].

Démonstration — Soit: a = ¢g < ¢1 < -+ < ¢py1 < ¢ = b la suite finie
croissante des extrémités des intervalles de la partition associée a f.

Pour montrer que f est intégrable sur [a.b]. il suffit de montrer que.
pour tout k(0 < k < n ~1). f est intégrable sur {cx.cx41].
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Considérons [ck.cr+1](0 < k < n —1) et soit n > 0 tel que ¢x <
Ch+N<Cky1—1<Chyi-

Soit ¢ > 0. Comme f est continue sur [cx + 1. ck4+1 — 7], 1l existe

donc une subdivision S = {z{ = cx + 1, 2].... .2, = cky1 — 1} telle
n—1 <
que Y wi(zi41 — 1) < 3 ol w, = M, — m, est loscillation de f sur
1=
[} 2, ](0<i<n—1).
Soit § = {xp = ck.21.... . m = Ck41} une subdivision de [cg. ckq1]
de pas inférieur & celui de §'. En notant H = Sup |f(x)] et w; Voscil-
refa b)
lation de f sur [ z;.z,41], on a:
n—1 n-1
Y wilzigr—2:) < H(ew + ) — ekl + D wl(2lyy — 2})
1=0 1=0
+ H [ckt1 — (ck41 — 1)
n—1 e
ce qui entraine: Y w;(r,41 — ;) <nH + 3 + nH.
=0
n—1 c
d’ot 3 wi(L41 —1,) < 3 + 2nH.
1=0
n-—1
Pour que l'on ait > w,(2iy1 — &;) < 2. 1l suffit donc de choisir 7 tel
i=0
VNS FH+ )

6.2.4. Fonctions en escalier
6.2.4.1. Définition

Une fonction f définie sur un intervalle [a.b] est dite en escalier s'il
existe une subdivision D = {¢cp = a <1 <+ < k1 < cx = b} de [a. D]
telle que pour tout i (0 <7/ <k —1). la valeur de f sur [x, + &, 41| est
une constante A,.

6.2.4.2. Proposition
Soit f une fonction en escalier sur [a,b]. Alors f est intégrable sur

[a.b]etsiD={co=a<e; < - <cgo1 < ckx=b} est une subdivision
de [a.b] telle que f ([c;. ciz1[) = {4} pour tout {0 <i <k —1). alors

b k—1
[ fwraz=Y A - o)
a 1=0

Démonstration — L'intégrabilité de f résulte du fait que f est continue
par morceaux sur [a.b]. Pour tout i(0 < i < k — 1), posons

4 str€|e.q
gl(r):{ [er- il

0 swon
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et

_J0 sizéefa.b]
gz} = {gub) iy

Ona f=got+gi+ - f+gx—2+gr. Comme les fonctions g; (0 <7< k)
sont escalier sur [a.b]. elles sont intégrables sur [a.?]: il suffit donc de
montrer que, pour tout /(0 < i < k).

b b
/ g()de =4 (cie1—¢). (0<i<k—1)et que/ gr(z)dxr =0.
a a
Soit i € {0.1.... k—1}fixé etsoit S={rg=a<r; < <orpm=
b} une subdivision de [a.b]. On suppose 4; > 0.

Soit rp=a<ry; < <ap, Le;<py, < < xpy, <ogr <
Inpp < <Im=b

On a:
S(g:.S) =0{(e1 —xo) + -+ (Tn, = Tn,y)]
o [(Fn =2 ) (T = Ty,)]
+0[(Zn1gy4e = Trogyer) F o F (2 = Tmo1)]

ce qui entraine:

S(g1~5) = 4‘1i(-l'n1+1+1 - l'n;) 2 A"li(cz+1 -c).

De mémeon a: S(g,.S) <O0[(x1—xo)+-- -+ (e, —xn )]+ A [(2n,,, —
ci)+ -+ (cigr — In.+;)] +0[(fn¢+1+1 —cit1)+ A (2 — 2 — 1)), ce
qui entraine:

i(gls) S -'12'(Cz+1 - Cz)-

b
Comme g; est intégrable sur [a.b]. il en résulte que / q(z)der =
a

I(g:) = I(g:) = Ailciyr — ¢,). Supposons gi(b) = f(b) > 0 et soit
S={ro=a.ry.- - .Zm_1. Iy} une subdivision de [a.b].

Ona: S(ge.S)=0(x; —xg) +0{xo —21)+ -+ 0{xm —2m-1) =0

b
donc: / gr(e)de = 1(g:) = 0.
b kb
Par conséquent : / flr)der = Z/ gilx)dr = Ailer —a).

6.2.5. Théoréme

Si f est une limite uniforme d une suite de fonctions (fy, Jnex; définies.
bornées et intégrables sur [a.d]. alors f est intégrable sur [a.b] et on a:

lim /abfn(x)d.r:/abf(r)dx. (%)

n—42oc
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Démonstration :

a) Montrons d’abord que f est intégrable sur [a.b]. Soit ¢ > 0. il
existe g € 17 tel que

Frol®) = iy SHE) S hale) =y VeElat]

) mﬁf(r)—f(y)ﬁfno(l‘)—

Froly) + j(b'—) VYr.y € [a.b]. Comme f,, est intégrable sur [a.b]. il
—a

Il en résulte que: f, (&)= fr,(y) —

existe n > 0 tel que. pour toute subdivision
S={xpg=a ... . rp_1. 2, =b} dela.b]

de pas inférieur & 5. on ait:

~¥.\
=
+
|
=
A
N ™

ol v = sup  fo,(r) — inf  f,,(x) est Toscillation de f,, sur
relr, vl relry &gl

[z, 2, +1]: notant «, loscillation de f sur [x,.2;41]. on a:

w - <, < ——
R Tr e R YT
m=1 m—1 - m—1 - -
e —x,) < i - Pl — &)< -+ ===,
o z(‘l +1 rl)_lz_; I+'2(b—-(l) Izo(l +1 l‘)_2+2

f est donc intégrable sur [a.b].

b) Montrons maintenant que (*) est vrai. Soit £ > 0. 3ng € I7 tel que
Y > ng. lon ait :

< fle) < fale) +

h—a b—a

falr) —

b b b
donc:/ fn(.l‘)dx—sS/ f(r)S/ fa(@)de + 2. pour n > ny

b b
dou: / flrydx = lim / fale)der.
a n—++x [,
6.2.6. Fonctions réglées
6.2.6.1. Définition
Une fonction numérique f définie sur un intervalle [a. b] est dite réglée

a.b]. si f est limite uniforme d'une suite de fonctions en escalier sur
.1l résuite du théoréme précédent que:

sur

[a.b
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6.2.6.2. Proposition

Toute fonction réglée définie sur un intervalle [a. b] est intégrable sur
[a.5].

6.2.6.3. Proposition

Si f est réglée sur [a.b]. alors I'ensemble des points de discontinuité
de f est dénombrable.

Démonstration — Soit (g, )nex une suite de fonctions en escalier conver-
geant uniformément vers f sur [a.5]. Pour tout n € I7,soit H,, I'ensemble

fini des points de discontinuité de g,,. et soit H = U H,. H est un en-

nel
semble dénombrable.

Sir € [a.b]\H . les fonctions g, sont toutes continues au point r. donc
f est aussi continue au point r d aprés le théoréme 2.2.9.2.9 chapitre 2. 11
en résulte que 'ensemble D des points de discontinuité de f est contenu
dans H. et est donc dénombrable.

6.2.6.4. Théoréme (Caractérisation des fonctions réglées)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a. b]. Alors f
est réglée sur [a.b] si et seulement si f admet en tout point de [a. b une
limite & droite et en tout point de Ja.b] une limite & gauche.

Démonstration — Supposons f réglée et soit » € [a.b[. Pour £ > 0. il

IO

existe une fonction en escalier g sur [a.}] telle sup |f(t) — g(¢)| <
tefa.b]

Soit 1 > 0 tel que g soit constante sur ]x.z + 7. Pour tout (y.y') €
Je.x+nlxjz.e+nlona:|f(y) = F(¥)] < f(y) —g()+19(y) — g(y)]+
lg(y') = f¥)l <=

Il en résulte que f admet une limite a droite au point r. On démontre
de la méme maniére que f admet une limite & gauche en tout point de

la.b].
Supposons que f admette en tout point de [a.b] une limite & droite
et en tout point de Ja. b] une limite & gauche. Soit £ > 0. pour tout
€ la.b]. 1l existe d, € Z..d, > x tel que ]r d e[ C [a.b[ et. pour tout
couple (y.y') d'éléments de [r.dx[. | fly y)<s=

Pour tout r €la,b]. il existe ¢, € ;_.CI < x tel que Jey.x[C]a. b
et. pour tout couple (y.y') d’éléments de Je..z[. |F(y) — f(¥')] < =. Les
intervalles | — 5. dg[. Jep. +c[ et Jop. dp. & G]a b[. recouvrent l'intervalle
fermé borné [a.b]: 1l existe donc des points z1.xa.... .z de Ja. b[. tels

e [a.0] = [a.do[U]er, . dp, [U- - Uler, . de, [U]cs. b].

Notons S l'ensemble des points a.b.cr,.drl.r,. 1<i< k, que l'on

range en une suite strictement croissante ¢ = ag.aj.....a, = b. Pour
0 <7< n-—1.soit §; un élément de Ja,. x,41[. et soit g la fonction en esca-
lier définie sur [a. b] de la maniére suivante: pour k = 0.1.... .n.g(ax) =

flag). Sizr€la,. 2,41 (0<i<n=1) g(x) = f(6;). Pourtouth[a.b].
on alg(r) - flo)| < =
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Corollare : Toute fonction monotone sur un segment [a. b] est réglée.
En effet une fonction monotone admet en tout point de son domaine de
définition une limite & gauche et une limite a droite quand cela a un sens.

Notation : Si f est intégrable sur [a. b] avec @ < b, on note / flz)dx =
b

b a
—/ flx)dx.™™ Et on pose:/ fle)der=0.

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a.b]. avec
a<b

1) Si f(z) > 0 Yz € [a.b] sauf peut-étre en un nombre fini de points
de [a. b]. alors
b
| raazzo

2) Si g(r) < f(r) Yr € [a.b] sauf peut-étre en un nombre fini de

points de [a. b]. alors
b b
[ storaz< [ reras

b
< [ Itz

b 4 b
1) Sice[a.b]/ f(.r)dr:/ f(r)d.r—}—/ fle)dr

6.3. Primitives

r)dr

6.3.1. Proposition

Soit f une fonction numérique définie et intégrable sur un intervalle
[a.b]. Alors la fonction F définie en tout point & de [a.b] par F(r) =
T

/ f(t) dt est uniformément continue sur [a.?].

Démonstration.— Solent r et y deux éléments de [a.b]. ¢ On a

o= [ snar- [ dt—/‘f dtm/ffdt—
/'f

donc: |F(z)— F(y)| =

Y Yy
ﬂwdﬁs/‘WUMfsMr—w

ot k= Sup |f(#)].
tefa.b]
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6.3.2. Proposition

Soit f une fonction numérique intégrable sur un intervalle [a. ] et soit
tg € [a.b] tel que f admette en ¢o une limite a droite (resp. a gauche).
Alors la fonction :

F:la.b] == rn—-)/rf(t)dz‘

est dérivable 4 droite (resp. & gauche) en tq et sa dérivée a droite (resp.
4 gauche) en 7 est égale a la limite de f quand ¢ tend vers ¢o par valeurs
supérieures (resp. par valeurs inférieures).

Démonstraiion — Montrons par exemple que F est dérivable & droite en
to sifadmet une limite & droite quand ¢ tend vers #. Posons / = lim f(1).
=10
1<ty
Soit ¢ > 0. il existe n > 0 tel que. pour tout ¢ €]tg.tg + n[ l'on ait
|f(t) =1 <=

t
On a alors, pour t €Jtg.tq + 5. F(t) — F(to) = / flr)d .
to

Comme: ! -z < f(x) <!+ = pour tout & € Jtp.1¢ + n[. on a:
(t—to)(l — =) < F(t) = Flto) < (t —to){I +2).

. Ft)— F(t
ce qul entraine: M(L—m — [ < = pour tout t €ltg.tg + nl.
£~ tg p n
. Fy-F(t
Dou: lim M =1.
t=ty f—to
t<to

Corollaire | — Si f est une fonction réglée sur [a. b]. alors la fonction
¢

F(t)= f(x)dz admet en tout point de [a. b une dérivée a droite, et

a
en tout point de Ja.b] une dérivée a gauche.

Corollaire 2— Si f est continue sur {a.b] alors la fonction F({t) =

t
/ f(z)d r est dérivable sur [a.b] et F'(t) = f(¢) pour tout t € [a.}].
a

6.3.3. Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 de =. On
appelle primitive de f sur I toute application F: I — = dérivable sur
et telle que F'(z) = f(x). Yz € I.

6.3.4. Proposition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 de = et
admettant une primitive F sur I. alors toute autre primitive GG de f sur
I est de la forme G = F + ¢ ol ¢ est une constante réelle.

Démonstration — La fonction r — G(x) — F(x) est dérivable sur I. et
Ve e I G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x} = 0. donc il existe ¢ € = tel que
G(z) — F(») = ¢ pour tout élément x de I.
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6.3.5. Proposition
Toute fonction numeérique définie continue sur un intervalle J admet

une primitive dans cet intervalle,
Démonstration — Soit ¢ € I. D aprés le corollaire de la proposition 6.3.2

I
Fapplication r — F'(x) = / f(t)dt est une primitive de f sur [.
c

Théoréme : Soit f une fonction intégrable sur [a, b] et admettant une
primitive G sur [a.b]. Alors:

b
/ f(x)dz = G(b) - Gla)

I
f(t)dt étant une primitive

Démonstration : La fonction x — F(r) =
a

de f sur [a.b]. il existe ¢ € = tel que F(x) = G(z) + ¢ pour tout r de I.

et on a

b
/ fle)de = F(b) — F(a) = (G(b) + ¢) — (G(a) + ¢) = G(b) — G(a).

Notation: Si g est une fonction définie sur [a.b] on note [g(t)],

g(b) — g(a).

Exemple 1: /
0

wly

T LT
cosxr dr = [sinx]d =sing —sin0 =1

-

Exemple 2: / 1 da =[Logr], =L
2 L B

Notation: Si f est une fonction continue sur un intervalle /. on dé-

f(z)d x toute primitive de f sur I. Si F est une primitive

og7 — Log2 = Logé.

signe par

de f sur I. ona/f(.t)dx:F(I)+c.

On donne dans le tableau suivant les primitives £ de quelques fonc-
tions usuelles f sur intervalle [.

f F I
‘Z.n+1
" (nel! ¢ =
( ) n+1 +
r—n I—n+1
c E”
(neNet n>2) —-n+1 + ‘
Ir I,r+1
(reZ et r¢—1) T'+l+c T+ 4]
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Log (r +VeZ—1)+c

Log

.l’+\/.l‘2-—1‘+(’

Argr+c=
1 I+x
§L0g<l—r)+c

+c

Log

1
2 l—x

f F {
ol Log|z|+ ¢ =
e’ e’ +c =
at a*
+c s
(a>0. a#1) Loga
Ccos I sinr + ¢ =
sin r —Ccosr+ ¢ -
tgr —Log|cosr|+¢ ?_\{g—kkn"leZ}
cotgr Log |sinz|+ ¢ FA\{kr k e}
1 .
— Arcsine +r 1-1.1]
1
—_ Arccosr + ¢ —1.1
V1-—r? ] [
1
52 Arctgr+ ¢ =
sh » chx+c¢ =
ch » shr4c =
1 Argsh e +c= -
V1422 Log(x + V2 + 1)+ ¢ o
1 Argchr+e=
] 1.+x
=1 ] [
1

= x. —1[U]L. +x]

J- 110

=\ {-1.1}
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6.4. Formules de la moyenne

6.4.1. Proposition
Soient f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a.)]. On
suppose que f(z) > 0 sauf peut étre pour un nombre fini d’'éléments de

[a.b] et que m < g(r) < M sauf peut étre pour un nombre fini déléments
de [a.b]. Alors on a l'égalité suivante:

b
/f dr—k/ glr)dex ol m<hk< M

appelée formule de la moyenne.

Démonstration : On a mf(x) < g(x)f(z) < M f(r) sauf peut-étre pour
b b
un nombre fini d'éléments de [a. b]. d ou: m/ fle)dz < / gle)f(e)dx <

.ll/bf(x)dr

Comme la fonction t — 1 / f(z)d r est continue sur [m. M/]. d"aprés

le théoréme des valeurs intermédiaires. il existe & € [m. ] tel que

/ag(l’)f(r)dx:k/a flz)de.

Remarque: si la fonction g est continue. il existe. d'aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires. un point ¢ de [a.b] tel que k = g(c). d'ou:

Corollaire 1 (premiére formule de la moyenne): Solent f et g deux
fonctions intégrables sur [a.b]. On suppose que g est continue sur [a. b]
et que f(z) > 0 sauf peut étre pour un nombre fini d'éléments de [a. b].

b b
Alors il existe ¢ € [a.b] tel que: / gle)fr)dzx = g(c)/ flr)dr.
Corollaire .2 Si g est une fonction continue sur [a.b]. alors il existe
b
€ [a. b] tel que / glx)dr = (b—a)g(c).

On obtient ce résultat en prenant dans 1'égalité du corollaire 1. f(z) =
1Vr € [a.b].

6.4.2. Proposition (deuxiéme formule de la moyenne)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a.b]. On suppose f po-
sitive et décroissante sur [a.b]. Alors il existe ¢ € [a.b] tel que

b c
/g(r)f(r)dr:f(a)/ J(e)dr.

Démonstration. Soit § = {a = rg.21..... rp, = b} une subdivision de
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[a.b] et soit G la fonction définie sur [a.b] par G(x) = / g{t)dt pour
tout z € [a.b]. ’

OnaG( 1+1 ) / dt—]\( 1+1_Ii)
oum; = inf f(xg)<kh< sup  flz)=M,.
L€[r,.7141] r€{r,.r,41)

Posant A(S) = Z_: kif(r,)(z,41 — x,). on va montrer que:

On a
n—1
US) = D fle)gle) (zisr = 2, ) (ke = g(2) (241 = 2)
=0
<Z|f |k = ge)] feies = 2|
n—-1
< fla) ) (M, —my) (241 — &4).
1=0
n-1
et comme g est intégrable on a: lgr)n . S (M, — m) x4 — &) = 0,
w —=+U ;=0
b
d"oﬁ/a g(x)flx)dz = m(lsi?—l»oA(S)' Or
n—1 n-1
AS) =D flek(zipr —a) = Y f(2) (Glega) = Gla,)
=0 =0
n—1
=) Gl (fle) = f(x:)) + Glren) = Glrnoa)
i=0

car G(xp) = G(a) = 0.

Posons m = inf G(r)et M = sup G(r). on obtient m - f(a) <
r€fa.b] refa,b]

A(S) < M - f{a). et par suite

(S5)—0

f(a)~m< lim 4 /f r)dr < fla) .
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Comme G est continue sur [a.b]. il existe ¢ € [a.b] tel que:
b
[ stzrar =i

6.5. Changement de variable
Intégration par parties

Q
G
Il
=
Q
o
-
=
o
~~

6.5.1. Changement de variable

Théoréme. Soit » une fonction numerique définie. continue et déri-
vable sur un intervalle [a. b]. On suppose ' continue sur [a.b]. Alors pour
toute fonction numeérique f définie et continue sur le segment >([a.b]).
on a la formule appelée formule de changement de variables:

/{a} dr—/f

Démonstration — Comme > est continue sur [a.b]. 2([a.b]) est un seg-
u
ment. Considérons sur »([a.b]) la fonction v — F(u) = flx)dzr.

Alors les fonctions

=>(t)
tHHm:me=/ fle)de

z{a)

et t — G(t /f (r)dx

sont définies continues et dérivables sur [a.b] et on a. pour tout t €

[a.b]. H'(t) = £'(t) - flo(1)] et G'(t) = () f[¢(t)]. Il en résulte que
H'(t) = G'(t) pour tout t € [a.b]. d'ou

2(b) b
| gwar=nm =60 = [ s ar

Eremples :
b

1 — Soient a et b deuxréels. 1 < a < b. Pour calculer / —_—
« &(Lo

b Logb 1
onposef:LogI.d'oudt:d—I.Onaainsi:/ -——(iLq:/ — dt =
r « r(Logr)? L :
|: 1:|Logb 1 1

Tt " Loga Logh

Loga

™

2 — Pour calculer / cosrsin®rdr. on pose t = sinr. on a alors
0

L.

Q| =

£ 1
dz‘:cosrdr.d'oﬁ:/ cos .x sin xr dr:/ ttdt =
0 0
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6.5.2. Intégration par parties

Théoréme — Soient {7 et 17 deux fonctions définies et dérivables sur
un intervalle {a.b]. On suppose que les fonctions dérivées {7 et 1" sont
continues sur [a.b]. Alors on a la formule d'intégration par parties:

b b
/ C)V (2) de = [C()V ()] —/ [ (2)V () d x.
Démonstration — La fonction (I'V) = U174+ U1 est continue sur
b b b
[a.b] et on a: / (CVY(r)de = / U'(x)V(x)de +/ U(e)V(e) dr
a b a Y a
ce qui entraine [F(I)\’(I)}Z = / U)WV () de +/ U(z)V'(x) d=.

Eremples :

1) En posant {7(x) = % et 1'(r) = Logr.on a:

/eL" dr =] ogs| /erd SRy
1IOOII—200.11 121_222.

2) En posant {"(r) = Arc tgret 1 (z) =r.ona

L 1 Lo
/0 Arctg e dr = [r Arctgx], _/0 1+ 22 dr

= [z Arctg x]é — = [Log (1 ‘|‘J’2)L1)

Log 2.

o
o

=1
N — K| =

6.6. Techniques d’intégration
6.6.1. Intégration des fractions rationnelles

Soient P(r) et @Q(z) deux polynémes de =[x] premiers entre eux, ou
Q(x) est différent du polynéme nul. Dans le cours dalgébre on montre
qu’on peut écrire :

m mg de

P(x) Ag B, I-{-C‘
LD D) D e +ZZ (oo sy

k=1:=1 eljl‘ +C

ou les Ay ,.ar. B ;. Ce ). b sont des réels et les ¢, des réels non nuls.

P(z) |
a

Q(r)

Ceci raméne le calcul des primitives des fractions rationnelles
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celui des primitives des fractions simples du type ————. (n € I7*) et

(2 —a)
A+ B :
+ 7 oub#0.nel™ On a les résultats suivants:

L (P

A
1)/4drz-{Log\x—a|+c.
r—a

, 4 ~ A L.
2)/m dr = (1_n)(r_a)n_l+C.51n22.

Ar+ B B Az —a) / Aa+ B
3)/(r—aﬁ+b?dx_/kx—aﬂ+wgdr+ c_arge 4©
sib#0.

= %Log[(r —a)? + b7+ Aa+ B Arctg(‘r —1

)+ C

Ar+ B
4) Calcul d —————dur. b .n>?2
) Calcu e/{(x—a)5’+b:’]"dl #£0.n>

:1.1—+—B o “1(.1—(1)
[(x — a)? }"dl_/[( Qf 1o 47
da + B
+/[(I—a)2+bq]n dr
A(xr —a) _ 4 .
/[(I_“)QWLI’Q}H = (1—n)[(x —a)?+ 04" e

Ada+ B
ﬁ d . en effectuant le change-
r—a)?+b?

. r—a . e+ B / 1
ment de variables y = . elle devient 5 dy. 1l
Y b b w2+ Y

s'agit donc de chercher les primitives de fractions du type

n>1

Pour ce qui est de /

(.1’2 + l)n

1 L .
Posons [, = / m dx. n> 1. On peut intégrer par parties en

. . 1 .
posant ["'(z) =1 et 1'(r) = ————. on obtient alors

(1+ )"

I = x 49 / r? d
n = (1 +.l’2)" n (1 + 2 )n+1 -

_ r . 14z~ 1
_m+2n (/(1+I2)'1+1 _/(1+I2)”+1)

x
= ———— +2nl, — 2nl,
(1+22) + 2n Nin41
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r
dou2nlppy=2n-01, + ————.
OU 2Nin41 ( n ) -+ (1_1_1.2)71
Sachant que I; = / ﬁ_l—,, dx = Arctg x + . la formule (1) permet
72

de calculer I, (n > 2) par récurrence.

Ezemples :

1 de 2 2r +3
1 T dx:/ > = —= Arctg +
)/x~+3r+4 (H%)u(jg)- N NG

C
Sttt 6r =2
2 leul 4
) Caleal de [ SRS
On a:
Pttt - -4 6r-2 1 N 2 1
(r—1)3+ (22 +1)2 -1 (r=2)2  (r-2)3
1 20+ 1
+I2+1+(I3+1):’
et
1
/‘I“_—ldl‘:LOgiI—H‘FCl
9 2 ,
/mdf—‘;ﬁ“‘—’
1 1
L - - i
/(I—l)Bdr 2r—1)pF 3
1
/I2+1 dr = Arctgr + Cy
2r+1 2r 1
T o= =t = 4D
J e[ it
or
1 =z 1 1 1
h=-—F———+-, = -———— + — Arct Cs
2Tyl Tt T gy T
donc
i+t — 22462 -2 —4r+3
—TLogle— 1|+ —~%°
/ (z— 1)+ (22 + 1)2 dr=Loglr =1+ 75

r—2

+ 2(r2 +1)

+ ; Arctgr + C.
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6.6.2. Intégrales de la forme
/ P(cos x,sin x)dx ou P(X,Y)e R[X,Y]

En considérant P(cosr,sin ) comme polyndéme en sin x & coefficients
dans R[cosz]. on peut écrire:

P{cosz.sinz) = Z Py(cos z)sin®r

k>0
= Z Pagp{cos r)sin®Fr 4+ ZP?q+1(COS z)sin2t1p
p20
= Z(l — cos™ x)F Pap(cos )
p20
+ Z(l b COSQI)qPEq+1(COS _l’) sin r
q20

= Qo(cos )+ @Qi(cos ) -sinx

ol Qg et @7 sont des éléments de X[z]. En posant u = cos , on obtient :

/Ql(cos r)sinrdr = —/Ql(u) d u qui est simple & calculer.

Pour ce qui est des primitives de Qg(cos r), il suffit de savoir calculer

les intégrales de la forme [ cos"r dx ou n € T. Pour cela on linéarise

cosr en posant cosr = i(e” +e7 ') sl n = 2p. alors

2p . 1r —1r\2p
cos™"xr = — (€ e
S €7 )
1 &
_ ko (2p=2kNnrx
~ 92 Zci’p €
k=0

p—1 p~1
- [ e, gt ]
k=0 k=0

-1
1 £ k 2p—2hiix ~(2p-2kN
= 95 C€p+zc2p(e(p " el )I)
k=0
1 Lt
= oo |Chn + D 2Ch, cos(2p — 2k)x
k=0

En posant s = p — k, on obtient :

)
p —_
cosFr = —

22r

p
Ch, +2 Z Ch,* cos 231‘:|
s=1
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1 s 2
d'oﬁfcos?pr dr= 5% |: x-l—ZCp sin SI} C

Sin=2p+1, alors

cos P x = va+1 [Z C2p+1 elirtizzhpr

2p+l—k —(2p+1-2k
N —

1 14
= 7% C"p+1 cos(2A + 1)x
A=0

d’ou

1 < _x sin(2A + D)z
2p+1 _ p—A
/COS Tdr= g XZ_OCZ’P“ A+ 1

Eremples:

COS3

/sin3rdz:/(1—c052r)sinx dr=—cosr+

sindr  sin2x

39 T 1

/cos4x dz = —;-/(cos4.t+40032r+3) dz =

6.6.3. Intégrales de la forme [ R(cosz.sinzx) dz,
ol R est une fraction rationnelle

1 p
CHTe [2 >k cos(2p+ 1 - 2k)x

|

+C
3,
8"

+C.

En général. on effectue le changement de variablest = tg 2 , qui n’est

valable que sur des intervalles sur lesquels tg 5 et R(cosx.sinx) sont

définies. On a alors

—¢t? y t
1 _ 2t do = 2d

cosx = . = . iy
14¢2 1+4¢2 14122

d’ou

. 1—¢* 2t 2
/H(cosnsmr) dz /R<1+t2 1+z‘2> 1+1#2 d
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11— 2
ou Ri(t) = R - S 5 est une fonction rationnelle en ¢.
L4+t 1+¢t-) 141
1
Eremple : Calcul de / +—C?S-£
1+sine

r
Posons t = tg 5-ona alors

/1+cosrd / 2 2 4t
TP gy = .
1+sinx 242 +1 1412

—2/ 1+ ! ! dt
N 1+t (1+8)2 1412

ce qui donne:

1 2 \
/iCﬂ dr = 2Log|L +1] = 7 — Log(1+1°) + C

1 +sine
xr 2 o
=2Log]|1 tf‘——— tg” —
og +g2 T igt Log(l + tg 2)—}-('
2
= Log(l +sinr) - ———+ C.
l+tg" 7

Remarque : Cette méthode conduit souvent a des calculs compliquées.
Dans les cas particuliers suivants. on indique des changements de variable
plus commodes :

a) R{cosx.sinz) est une fonction impaire en x : faire u = cos x;
b} R{cosx.sinx) est une fonction paire en r : faire v = sin :

¢) R est une fonction homogéne de degré 0: faire u = tgx. lorsque
tgr et R(cosz,sinz) sont définies sur l'intervalle d’intégration.

cosz dr

——— . en faisant le changement
14 cos2rx

/4
Exemple : pour calculer [ = /
0

de variable u = sin r. on obtient :

p) vz
I“/AZC L i | . 2+ V2
) 20-wy a1y, TR\ TR )

6.6.4. Intégrales abéliennes

6.6.4.1. Intégrale de la forme /R (x. \/Q(r)) d r. ot R est une

fraction rationnelle et () un polynoéme de degré <2

a) Si Q(z) = ax+b est un polynéme de degré 1, en faisant le change-

ment de variable t = v/ar + b. on se raméne & l'intégrale d une fraction
rationnelle.
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b) Si Q(z) = az?+2br+c est un polyndme de degré 2. on distinguera
deux cas:

b, b X .
e a<0:Q(r)=alx+ —)"+c— — sera > 0 si et seulement si
a

a2
b b — ac
b —ac >0 et r+-| < -
a a?
. . b b —ac
En faisant le changement de variable r + — = 5— cost. on
a a

ac—b?

obtient : \/Q(x) = u(t) =

sint et on est ramené a une intégrale
du type /R(cost.sinz‘) dt.

e a > 0: en divisant au besoin @(z) par a. on peut supposer que
Q(z) = x2+2bz+c. En faisant le changement de variablet = V2 + 2br + c—
. 2bt — c — t? N .
r. on obtient \/Q(z) = _Z(bc—t) et on est ramené 4 l'intégrale d'une

fraction rationnelle.

Remarque:
— Si @(x) & deux racines réelles a et b. on peut faire le changement
. r—5
de variable t = .
r—a

—SiQ(r) = r2—1 (resp. Q(r) = r241). on peut faire le changement
de variable x = cht (resp. r = sht).

6.6.4.2. Intégrale de la forme /R <.l‘ 1/ art b) de
cr+d

«jar+b
r+d

En général. on fait le changement de variable ¢t = qui per-

met de se ramener & l'intégrale de fractions rationnelles.

6.7. Exercices et problémes

1) Calculer les primitives suivantes :

a)/AdI

22 —x+1
3zdr z8

o s [ Era
472 4+ 3 4+ 1° x4+ 2

r’dx
o [ it o
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d.r ‘ 3
d)/.r:’(ri’—l):’(r:’+1)4-,t' /ldl

2) Calculer les intégrales suivantes:

/% sinzrdr T osine T ocosde
. —de. S
g 3+2coszx g l4cos®r g 1—2sinr

/O" dr (@£ 0.640).

alcos?r 4+ b¥sin x

o g =/2
2% dr T . / dr
- cos'rdur. R
o sin*xr 4 costr 0 o 3+sinc

w/2 w/4
/ dr / -3 2
- sm” rcos” r dr.
0 SIn & + cosx 0

3) Calculer les primitives suivantes:

dr dx drdr
V1422 V32 +4r +2 ViZ=3r+1
=5 dr dr

——d . . ——
v +1 (z+2)+vVr -1 r+ V42 +3r+1
e e e A
(14 22) 4+ 1+ r2 (a® + r?)e?
/ 5 / 1—xd /l—\/1+.r-|-1‘:’
e ter +1dur. \/ : —— a2
1+1’-l" V142 +r?

m /”“’" dr

4) Calculer les intégrales suivantes:

a9

4 5 2 3 3
Log(x + 2) 5 (Log z)
\/0 T}—Tdr A X LOg.l’dJJ. /2 %dl

1 - /4 5
/ _ loge Log(l+tgrx) der. / et dur.
172 ( 1+1 \/1—x~ 0 0

3
/ r3(Logr)? dr
1

5) Calculer les primitives suivantes:

r %rcsinr Vige+1 / r —Arctgx d
-2 Ccoslr 14 22 *

6) Soit f: [ . ] — = une fonction réglée. Montrer que

m ; / f)
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7) Soit f: [a.b] — = une fonction réglée. On pose

b—a o a b
= - t)dt
W, ( ) | 1t
k=1
a) Montrer que si f est croissante. on a:

0< r(n) < "0 (5(8) - fla)).

n

b) Montrer que si f est de classe C'!. alors

. b—a
lim nr(n)=
n—=+x n

(f(b) = f(a)).

—a .
Indication : en posant rp = a + k . remarquer gqu on a

okt

= ki (Flarst) — F(E)) dt.

=0 Ry

8) Soit f: [a.b] — = une fonction de classe C! et telle que f(a)

f(b) = 0. On note M = sup |f'(x)]. Montrer que
refa b)
b a2
[ rwar < =

9) Soit f: [0.a] = & une fonction continue strictement croissante et
telle que f(0) = 0: soit g: [0. f(a)] — = sa fonction réciproque.

) Montrer que. pour 0 < r < aet 0 < y < f(a). on a: ry
/ f) at +/ g(u) du. I'inégalité ayant lieu si y = f(x).

IN

Indication : y étant fixé. étudier les variations de la fonction r —
I
J-’y—/ f(t) dt.
0

. . .. 1 1
b) En déduire, p et ¢ étant des entiers positifs tels que — + — = 1.
q
que: ry < arf + by?. pour a > 0.6 > 0 et (pa)i(gb)? > 1.

. . 5 . 1
10) Montrer que la fonction définie par f(0) = 0. et f(r) = z=sin —
r

si 0 <z <1 est dérivable sur [0.1]: sa dérivée f’ est-elle intégrable sur
{0.1)7

11) Soit f: [a.b] = = une fonction integrable On suppose que pour

toute fonction continue h : / flr ) dx = 0. Montrer que

f est identiquement nulle sur [a.b].
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12) Soit f: [a.b] — = une fonction réglée. Montrer que

b
lim / ft)e'™ dt =0
n—+c a

Indication : On démontrera le résultat d’abord lorsque f est une fonc-
tion constante. puis lorsque f est une fonction en escalier. avant de le
généraliser aux fonctions réglées.

13) En utilisant des inégalités ou la formule de la moyenne. calculer
les limites suivantes:

) YT Arctgt _ T sint . L,
lim df. lim — dt. lim (£"4sinr)”dr.
r=4oc [ \/27 =0 /. t- n—+x fy

14) (Inegahtes de Schwartz et de Minkowski) Soient f et g deux
fonctions numériques définies et continues sur un intervalle [a .b] de =.
Montrer que:

b 2 b b
)(/ f(r)g(-r)dr> < (/ (f(l'))zdr> (/ (g(r))i’dr)

) 1/2 b 1/2 b 1/2
2) (/ <f<r>+g<.r>>’-’dr> < (/ <f<.r>>?dr> +(/ (g(r))ﬁ’m) |

15) Soit f : [a.b] = = une fonction de classe C" et soit u(r) =
(f _ I)n—l
(n—1)!

Montrer que: V¢ € [a.b].

t n-—1 .
] u(.l,‘)f(n:'(l’)d.r = Z(_l)"‘ [U(A‘)(I)f(n—k—l)(r)

a
k=0

en déduire la formule de Taylor avec reste intégral:

—a\r t n—~1 R
st = £+ 3 @+ [ -0

Probléme I — Lobjet de ce probléme est de démontrer le résultat
sutvant (formule de Stirling): pour tout entier positif n assez grand:

nlx n™\2rne ",

1) Soilent :
1 1+
Flr) = 5 Log —— 1—7
3
r
(r) = p(r) -
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En étudiant les dérivées de ces deux fonctions. montrer que : o(r) > 0
et U(r)<Opour0<e<l.

2) Montrer que pour tout 0 < xr < lona:

1 14+ 3
0<-Log—— —r<
=0T TR0
En posant r = Ml en conclure que:
1 n+1 1 /1 1
0< —}Log —-1<— (==
_(n+2) %y ‘12(n n+1>
3) Soient les deux suites de terme général :
ndlen 1
a, =n_»  etb, =a,eTn.
1 b, +1
Montrer que a, < b, et que dn + >let 2 h <1

n n

En déduire qu’il existe un nombre unique c tel que: a, < ¢ < by, et
qu il existe un nombre § compris entre 0 et 1 tel que:

- L, e
n'=c¢ lntze etn .

4) Montrer la formule de récurrence suivante :

) 1 . n—1 . 9
/sm” rdr=—>sin"trcosr+ sin" " "rdr.
n

n

En déduire que:

/”/Q,r,n d 2n—12n -3 17
sin“"r dr = — o
, 2 2m—2 22
/17/~ sin”?tl dr = n_2n -2 g
0 2n+12n -1 3
En conclure que:
/2 .
/ sin“” dx
1< 28 <14 —
S R
/ sin®"*! d
0
et:
7 ) 224466 2n 2n
o= lim -
: n—+x 133557 2n—12n+1

22 42 2n — 2)*
= lim ——= (—n—)Qn
n—=4+~ 9~

3257 (20— 1)?
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et par suite:
VT = lim

n=+2 (2n)inz

3) Montrer que le nombre ¢ défini en 3) vérifie :

‘ on4i
. n 2
c= lm (——6_2"
n—+4oc n)!
(n1)2227/2 | pntze" ?
c= lim .
n=s+oc (2n)lnt n!

=Vorc?

d'oti la valeur de ¢ et la formule de Stirling.

Probléme II — Soit 2 un ouvert de =%et f: Q — = une fonction
continue qui vérifie la propriété: il existe & > 0 tel que

Viz.y). (") €. |f(x.y) = f2" 0O < kly -yl

y): e —a|l <aly—bl < 3} C Q. Soit A/ tel
que |f(r.y)| < M. ¥(r.y) € I. On suppose Ma < 3.
1)

a— Soit I = [a — a.a+ a]. Montrer qu’on définit bien une suite de
ke

fonctions sur J en posant: ,(r) = b. pn(r) = b+/ flt.pn-1(t)) dt.

Ve € J.¥n €Il. (On montrera que: Yn € I1.Vr € J.a|,:n(.t) -bl < 3).
b — Montrer que: |, (&) — pn-1(2)] < %h‘ —a|*"tvred.

2)

a — Montrer que o, est continue, Vn € IT.

b — Montrer que la suite (g, ) converge uniformément vers une fone-
tion que l'on notera .

¢ — Montger que ¢ est continue et vérifie les relations: »(a) = b et
olr) = b+/ flt.elt)dt. Yred.

d — En déduire que ¢ est dérivable sur J et vérifie l'égalité: o'(r) =
fleop(r)). VYeel.

3)

a — Soit ¥: J — = une fonction dérivable qui vérifie les relations:

P(a)=bet ¥ (r)=f(z. V(). VrelJ.

Montrer que: ¥(r) = b+/ F.¥())dt. YeeJ.



180 Intégrale au sens de Riemann

b — Montrer que:
o) = W) <k [ 1ol - vl ae vred

kn
SA—le—al.  ou A=suplp(r)—¥(r).
n! red

¢ — En déduire que p = V.



Chapitre 7 : FONCTIONS
VECTORIELLES

7.1. Rappels
7.1.1. Produit mixte, produit vectoriel

On suppose que =.° est muni d'un produit scalaire et d une orienta-

tion. On peut alors trouver des bases orthonormés directes de =3 (voir
Cours d'Algébre).

DEFINITION

1) Soit 1 1 X o et X 3 trois \ecteurs de 3, On appelle produit mixte

-
de ces trois vecteurs et on note (Y 1. 1 2. V' 3) le déterminant dans une
méme base orthonormée de ces trois vecteurs:

(‘ 1. ‘_} ? ):Dét‘-‘g)(?l ‘_}3.?3)
(7.J. k) base orthonormée directe
g - ~
2)Si 1 a:.l‘al+yaj+~ak pour a = 1,2.3,
alors
L1 o I3
= = = -
(ViVaeVa)=lyn v us
ST <2 I3
d’ou
- = T 2 Y3 zZ2 23 r9 T3
V. Vo, ! = + =z
(V1 2, V3) =1y 20 23 +u 22 I3 1y2 Ya
= T)l . ﬁk (produit scalaire)
ou
ﬁ}:yz y31-+32 23| - X2 T3 p
<2 23 L2 T3 Y2 Y3
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On établit facilement que T} est indépendant du choix de la base

orthonormée directe (7. J. l;). W ne dépend done que de K_)l. T)r_). T}g. du
produit scalaire. et de l'orientation.

DEFINITION

. - . .
Etant donnés deux vecteurs 1 5 et 1 3. on appelle produit vectoriel

1

.ﬁ
de 175 et 173. et on note 1'9 A 173, le vecteur tel que:

WTiezn o (TanT) = (V070 T)

7.1.2. Remarques

1) Dans toute base orthonormée directe, les composantes de ‘_}3/\ V

3
: = =
sont données en fonction de celles de 17 2(ra.ys. 22) et de 1V 3(x3.ys3.23)
par:
ﬁ
VoA Vg ={y223— 22y3. 2223 — I223. LaYs — Yax3)

_)

1) 172 A 173 est orthogonal a ?2 et V3.

11t) (Y 2.V a. TaAd 3) est une base directe si 175 et 1”3 ne sont
pas colinéaires.

iv) Le produit vectoriel définit une application de =3 x &3 dans =5
bilinéaire et antisymétrique.

Dauns la suite (€7,65.... . €,) désigne la base canonique de =". Si un
n
12 = —n g = - -
élément 17 de =" s'écrit © = g v, €y, on le notera &' = (vy.....1v,).

1=1

W=

n
Dans ce chapitre le symbole || || désigne la norme ||Z]| = (Z r?)
=1
r= (.1‘1 ...... v n)-

7.2. Définition - Exemples
7.2.1. Définition

On appelle fonction vectorielle toute application

f?:SCR—-):{‘"

tes 0 = (Fill)-. . falD))

ol S est un sous-ensemble de 3.
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Remarque: Si

-

fiscz—5zn
o T = (f1(0). o fult)

est une fonction vectorielle, elle définit n fonctions numériques fi.... . f,:
de S dans =.. Ces fonctions, appelées fonctions composantes. déterminent

complétement f.

7.2.2. Exemples

f:[0.1] > =2t (acost.bsint).
g =t (efleTl).
h:= — =3t (cost.sint. t).

7.3. Limite, continuité et dérivabilité
d’une fonction vectorielle
7.3.1. Limite
7.3.1.1. Définition
Soiif: SC=—=nle=net ty ~ S. On dira que fadmet comme
limite [ quand ¢ tend vers ¢y en restant dans 5. et on note tl_ll]t“t flt)y =1
sl et seulement si:

im [f,(t) =0L]=0. Vi=1l....n
t—=to
tes

7.3.1.2. Remarques

1) La définition 7.3.1.1 rameéne la définition de la limite d une fonction
vectorielle a celle de fonctions numériques.

2) Si on note I'une des normes N7, \5. N, définies sur =" au
1 2 €

5.1.32. 0n a:
1=

lim m — /e lim
t—rto t—to

n

On rappelle que deux normes N et N’/ sur =" sont équivalentes sil

existe deux nombres a.b (a > 0 et b > 0) tels que

aN'(z) < N(x) <bN'(x). YeeZ" (1)

La relation (1) entraine alors:
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lim \ (f(Ti - =0e Jim v (Fy-1) =0

t—to

—_n

1) Soit (e} .€5. ... . e} ) une base canonique de =". L'application

ol les ! sont les composantes de I dans la base (€}). définit une norme
n

de =". équivalentes & No (N5(&) = Z |z,|) d’apreés les relations
=1

n

n

_)

5 SRV RS SEn
=1 =1

(A,,) étant la matrice inversible. de changement de base. Donc. d aprés

3): tli)ntlo Ny (?(t) — f) =0& tli_{ltlo A (?(1) —f) = 0 ou encore:

lim f()=le lim fi(t) =], Vi=1... . .n
t—to

t—to

z - - —
les f,(t) et [, étant les composantes de ?i(z‘) et { dans la base (e} ... .. e’ ).
Dou

7.3.1.3. Proposition

lim F(t) =l o lim f,(t) =1 ¥i=1.. .n
—to

t—to

oi'l_)les f,(z‘) et [, sont les composantes de 7(1) et [ dans une base

(eh ... el)de 2
7.3.1.4. Propriétés

Soient : f: ="t m et g:I—=" 1t g_(Tg deux applica-
tions définies sur un intervalle 7 de =. Soit t5 ~ I.

Si lim m =let lim g_(?; = m. alors:
t—=to t—to

) ¥A.pe = lim M@ + pa(t) = AT+ priv

i) Jim (7= 1)

1) S1 =7 est muni d un produit scalaire. on a tlint] flt g—(?g =0-m:
—to
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iv) Si =3 est orienté et muni d'un produit scalaire. on a tlir}l f(t; A
—to

;m:f/\ﬁi.

Démonstration — On démontre aisément 1) en utilisant les propriétés
des limites des fonctions numeériques et la proposition 7.3.1.3.

1) Si tl_lgl m = 1. alors tli}ltl ]]mu =il
car 0 < (|6} =71l < 170} = 1.

ceey - - - - —
i) Soit V" = (117.... .11},) une base orthonormée de =" par rap-
port au produit sacalaire et solent (f, (¢ ))1<Z<n (gl(t))1<l<n (Z, )1<,<n

(m,),<1<,Z les composantes respectives de f g T et 7 dans cette base.
D aprés 7.3.1.3.

lim f(z§ =< lim f,(t) =1,
t—tg t—to
lim g_(T; =m& lim g (i) = m;
t—to t—=to

Donc tl_'ljltlo m g_(ﬁ = lim Z fi(t)g: (1)

t—=to
1=1

n
> lim fi(t)g,(t)
=1 t—=to
n e
= lemz ={-m
1=1

Pour démontrer iv. il suffit d’expliciter f(t) A g(ﬂ et [ A dans une
base orthonormée directe.

7.3.2. Continuité
7.3.2.1. Définition

Soit : f: SC=—=Z"ettyg€S. On dira que f est continue en fq. si
et seulement si: lim f(t) = f(to
t—to

7.3.2.2. Proposition

Soit: f : SC= = (filt).... . fa(1). SonOGS f est
continue en tg si et seulement si chacune des fonctions f,. i = 1.... .n.
est continue en tg.

Démonstration — Elle découle immédiatement de la proposition 7.3.1.3.

De 7.3.2.4 on déduit :



186 Fonctions vectorielles

7.3.2.3. Proposition

Soient: f: S CF = 2" §: S C 2 — =" deux applications et

o € S.Si f et § sont continues en to alors Af + ud(A.x € =). || F]l. fg
sont continues en {p. Sin = 3. f A § est aussi continue en {g.

7.3.3. Dérivabilité
7.3.3.1. Définition

- °
f 1 - =" soit I un intervalle de =. une application = et 1y € I.
Soit la fonction :

? A — {fo} — ="

ft) = flto
t—to

t—

o = .
Si 2(t) admet une limite 4. quand t tend vers tg. on dira que ? est
dérivable en tg. de dérivée 4 . notée
T /
A= fto)
7.3.3.2. Remarques

1) Comme pour les fonctions numériques on déduit aisément de la
définition que f est dérivable en #g. si et seulement si:

’Elj) € =", tel que m = flto) + (t —to)j)—l— (t —to)?’(z‘.z‘o)’!

. - .
avec lim F(t.1g) = 0. 4 est alors la dérivée de 7 en {g.

t—to

2) Soit ? : I — =" une fonction définie sur un intervalle 7 de = et

o] ~
soit tg € . est dérivable en ty sl et seulement si ses composantes fi
7 > en T se P fi

dans une base quelconque (€] .€5..... el ) sont dérivables en ¢;. et on a
alors

Fite) =3 filto) .

k=1

Preure — 1l suffit de le vérifier dans la base canonique. La fonction

0 = (fl(t)—f(to)_” M)

v

t—to ' t—to
admet une limite ?(1‘0) = (I;.....1,) quand ¢ tend vers t; si. et seule-
ment si:
t)— fu(t
lim SO = Sllo) o (2)
t—to t—1p

t#to
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(2) signifie que. Vk = 1.... . n. fi est dérivable en ¢ty et qu'on a ?(io) =

(filto).... . falt)) = (11. o).
7.3.3.3. Propriétés

1) Si ? et g sont dérivables en ¢y alors /\? + ,u? est dérivable en
fpetona:

(3T +47) (o) = A7 (to) + 1 (10)
) Si =" est muni d un produ1t scalaire, ? (e 7(2‘)
7) NG —> it ? (n = 3) sont dernables entyetona:

(F-7)(to) = F(to) - Fto) + Flto) - g Q;
(FATYto) = I (te) AT (te) + Flto) A (t0)

ces propriétés sont aisément vérifiables dans une base orthonormée.

v - . , . - —
3) Si =3 est un espace euclidien orienté soient ? 7R ICE—

?_?’ dérivables. Soit ( f . ? _h‘}) IC=->=.t— det(?(f)~ ?(t)-
D aprés le 1-5.

det (F(1). 70K 0) = F0) (F0) AR (0)

— . . - .
donc (? 7. h) (produit mixte de 7) 7 et ) est dérivable et on a:

1) Les théorémes de Rolle et des accroissements finis. valables pour les
fonctions numériques. ne s’appliquent pas en général pour les fonctions
vectorielles. En effet soit:

7 01—z

t— (31 =1).1(1 = 1))

On a ?(0) 7( 1) = L ? est dérivable sur ]0.1[ et pourtant il
n'existe pas de ty €]0. 1. tel que ?(10) = 7 En effet :

F1t) = (t(2 = 31). (1 = 20)).
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7.4. Dérivées d’ordre supérieur
Développements limités

7.4.1. Dérivées d’ordre supérieur

Q
Soit ? I CZ 5 =" etsolttg € I.SI ? est dérivable dans un
voisinage V(o) de to considérons la fonction

? Vi (ty) — E"
t— 7(t)

Si ? est dérivable en tg. sa dérivée notée ?(to). s'appelle dérivée d'ordre
2 de f en tq. De proche en proche on peut définir f(P)(¢g). L existence

-
de fP)(to) suppose que ?(1‘) _f_z(t). ... fP=1(¢) sont définies dans un
voisinage de ;.

— _
posantes fi de 7 dans une base (6’1 .eh.. ... en) de =" admettent des
dérivées d'ordre p en tp et on a alors:

7t = S 7 to) e

Une fonction f: I C = — =7 est dite de classe C* sur l'intervalle I

si fF) est définie et continue sur /. Ce qui entraine que f. f/.. .. . fk=1)
sont définies et continues sur I.

7.4.2. Développements limités

—- = —
Supposons que les composantes fj de ? dans une base (€} .e5.... . €},

admettent des développements limités a I'ordre p au voisinage de tg. On
peut écrire dans ce cas:

fulto + ) = pi(h) + hPex(h)

ol px(h) est un polynéme en h de degré < p et Ain}) 2k (h) = 0. Par suite
-
on a:

Fito+h)=TFh)+ k2 (h) (1)
Zpk ek est un polynéme en h a coeflicients dans =" de

n
_)
degré < p. et (h) = Y si(h)e), vérifie lim (k) = 7.

-0
k=1
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La formule (1) constitue un développement limité de 7} a l'ordre p
au voisinage de tg. Si les développements limités des fir sont obtenus a
partir de la formule de Taylor, on a:

Flto+h) = Flto) + AT (10) + o Flto) -
2T Otta) + b

avec lim &(h) = 0
h—0

7.4.3. Application a la Physique

&3 étant muni d'un produit scalaire. on considére 'espace affine eu-
clidien associé & muni d'un repére orthonormé (O.7.J. k).

Soit 7} - I C = = =3 une fonction de classe . A t € I, on associe
le point M (1) de & tel que 0_17(1‘) = 7(1‘)

L'ensemble ' = {1/(t). t € I} peut étre interprété comme la trajec-
toire du mouvement d'une particule de &2.

La vitesse de cette particule p au temps g est donnée par le vecteur

f'(to) € =3 et la direction de son mouvement au temps #o est donnée
par la tangente Ty au point Mg = 1/ (¢g) définie par:

MeTye Mo = 7(10)(1 —to).

Si p a une masse m. l'énergie cinétique FE(t) de la particule au temps ¢

est définie par: E(t) = %m(?(l‘) : ?(t)) : sl jﬁ existe. alors
LU — (7 P,

Par conséquent. l'énergie cinétique de cette particule est constante si.
a chaque instant t. le vecteur accélération f’(t) est perpendiculaire au

vecteur vitesse f'(t).

Sila particule p est soumise & une force ?(t). d’aprés la loi de Newton
on a:
T
(t) = mf"(1).

Par suite I'énergie cinétique est constante si et seulement ?(z‘) est or-
thogonale a la direction du mouvement de la particule. On va illustrer
ce qui précéde par un exemple précis: la fonction vectorielle

7 () = (cost.sint. t)(t € =)
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définit une hélice circulaire de & d'axe (O.k). On a:

7

-
f’(t) = (—cost. —sint.0)

(t) = (—sint.cost. 1)

1 2
E(t) = Em(sinzz‘-l-cos“t—i- 1) = m et donc C:i—f =0.

En d'autres termes : soit une particule p soumise & une force ?(t) =
m(—cost.—sint.0). Si pour t = 0. sa position Initiale est le point

(1.0.0)(= ?(0)) et sa vitesse initiale le vecteur (0,1.1)(= ?(0)). alors
la trajectoire de son mouvement est une hélice circulaire définie par la

fonction 7(t) = (cost.sint. t).

7.5. Etude des courbes réguliéres
de I’espace euclidien & 2 ou 3 dimensions

On se place dans =2 muni d un produit scalaire. &P est V'espace affine

euclidien associé d’origine O.
Définition — Un arc paramétré 4 de classe (* de =3 est défini par
le couple (. f) ol [ est un intervalle de = et ? est une application
t— f(t) de classe C* de I dans =3. Lensemble f(I) est le support de
A

Si on interpréte le paramétre ¢ comune étant le temps. 'arc 4 appa-
rait comme la trajectoire du point M/ de &2 notée T( f). définie par
OM(t) = ().

La notion d’arc paramétré ne coincide pas avec celle de courbe telle

qu’'on l'entend en géométrie élémentaire : il existe par exemple plusieurs
représentations paramétriques ayant comme support une circonférence

de ©2. Pour arriver a une notion géométrique on doit convenir que
certaines représentations paramétriques de méme support définissent la
méme courbe.

7.5.1. Définition

Soient [ et J deux intervalles de =. Un difféomorphisme. de classe
C* de J sur I est une application bijective et de classe C* de J sur I.
dont la réciproque est aussi de classe C'*.

7.5.2. Définition

La représentation paramétrique (J. g ) est dite C*-équivalente a (1.
P q g

s'il existe un difféomorphisme 6. de classe C*. de J sur I tel que g

7 o0
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7.5.3. Remarques

La relation 2 : « (J. 7)) est C*-équivalente a (1. ?) » est symétrique
et réflexive. La transitivité de #* résulte du fait que l'application com-
posée 1 o 2 de deux difffomorphismes 6, et f» de classe C* est encore
un difféomorphisme de classe C*. C’est donc une relation d équivalence.

7.5.4. Définition

Soit (1. ?) un arc paramétré de classe C'*. sa classe d’équivalence
(1. ):‘ ) pour #* définit un arc géométrique I' de classe (. Les éléments

de (1. ; ) sont les représentations parameétriques admissibles de T'.

Tout élément (J. ) de (1. )i ). tel que ' = ?06' ou § est un difféo-
morphisme de classe C* de J sur I. est appelé changement de paramétre
admissible. Les propriétés géométriques de I sont. par définition. les pro-

priétés du couple (/. ?) invariantes dans tout changement de paramétre
admussible.

7.5.5. Orientation

Une application # qui définit un changement de parameétre admis-
sible étant un difféomorphisme. est toujours strictement monotone. Si
dans la définition 7.5.2. on impose a f d’étre croissante. on obtient une

!, . . .
relation d’équivalence 2% plus restrictive que 2. dont chaque classe

! ke . e
d'équivalence. modulo 2% de représentations paramétriques de classe
C* . définit un arc orienté de classe C*.

Ainsi. chaque représentation paramétrique (/. ?) de classe C* dé-
termine deux arcs orientés T T et T~

r+= {(J-T)- 7 = 709. 6 croissant }

I~ ={J7) 7= 709. 6 décroissant}

Larc Tt. dont (I._f:)) est une représentation paramétrique admis-

sible. sera appelé arc orienté défini par (I. f):etl'arc [~ sera dit orienté
en sens contraire de I'T.

7.5.6. Définitions et remarques

1) Si (1. 7)) et (J.7g") sont deux représentants du méme arc orienté

avec ¥ = fob. Yu.u' €J. u<u =t=0(u) <t =0(). On peut

donc définir pour l'arc orienté une relation d'ordre sur les paramétres.
ayant un caractére d'invariance pour tout changement de parameétre ad-
missible conservant |'orientation.
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On dit que 'arc géométrique est orienté a 1'orientation de (/. ?) que
I'on qualifie d orientation dans le sens des ¢ croissants.

. — . L . e
2) 51 ?’(l‘) = (. le point (t. ?(t)) est dit singulier: cette définition
est indépendante de la représentation paramétrique admissible considé-
rée.

Un arc (1. ?) de classe CF (k > 1) est dit régulier si ?(1) ne s annule
pas sur .

On ne considéra dans ce paragraphe que les arcs réguliers. On appel-
lera invariant d'ordre k tout étre géomeétrique de (I. f) ne dépendant
que de _f_7 7 f% (k> 1). On se propose dans la suite détudier
les invariants d'ordre 1. 2 et 3 des courbes de ./°.

3)Représentation normale — Soit (/. f) une représentation paramé-

trique d'un arc I’ de classe C* & > 1.Si (7. T. l::) est une base orthonormée
de =3 on a:

T () = AT+ f2(O)]+ fa(OOF

17 O =720 + 170 + F200).

Choisissons un point A4 de la trajectoire T(?) de ? tel que 0—4’ =

?(to). La fonction W : ¢ — || f/(t)]] est continue sur [I: il existe donc
une fonction unique primitive s de ¥ sur I appelée abscisse curviligne

comptée a partir de tq telle que s(tg) = 0 et §'(t) = H?(t)“: s est de

classe C* si est de classe C*. s(I) = J est un intervalle de =. (1. f)
étant régulier. s'(t) est différent de zéro pour tout ¢t € I. Par suite s est
inversible et la fonction p réciproque de s est aussi de classe €%,

Donc > définit un changement de paramétre admissible. et (J. f o )
est une représentation paramétrique admissible appelée représentation
normale de 1'arc T'.

En posant 7'(s) = F (¢(s)-(s = s(t)). on a ¢/ (s) = F'((s)) ¥'(s)
dou ||¢’ (s)]] = 1. Un changement d’orientation de I' change l'abscisse
curviligne en son opposé (si l'origine ne change pas).

7.5.7. Invariants d’ordre 1 et 2
Courbure. Triédre de Serret Frenet

7.5.7.1.
Soit T' = ([. 7) un arc paramétré de classe C'! régulier. Soient O3 =
?(u) et ml = ?(u—{-h). On a:

Ty = Fluth) = Flu)=hF () + helh) avec lim &(h) = 0 (1)

h—0
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"La formule (1) conduit a définir la droite (M. ?(t)) comme étant la tan-

gente a l'arc I' au point A . Le vecteur f'(¢) est un vecteur directeur
de la tangente. Sa direction reste invariante dans tout changement de
paramétre admissible t = #(u). Si on ne considére que des changements
de paramétre conservant l'orientation. 6’ (u) est positif et le sens du vec-
teur directeur de la tangente reste invariant. La demi-droite définie par

le point M, O} Vo= ? et le vecteur ?( t) constitue la tangente a T
orientée dans le sens des t croissants.

Soit T un arc régulier et orienté de classe C! de %2. défini par
une représentation normale O]\j = ?(s) A chaque point M de T on

40M

associe le vecteur + = ———. C'est un recteur unitaire porté par la

tangente orientée a I'. Le plan perpendiculaire en M & la tangente est
dit normal a T

. O]tj d? O 3
Courbure. La relation dd =1 entraine: f - = 0. Donc le
s
. a’0M _ af e o
vecteur § = = — (vecteur accélération) est perpendiculaire a

d s? ds
[. Si 4 #0. sa direction est par définition celle de la normale principale

en M aT. Soit 77 le vecteur unitaire de cette normale ayant méme sens

dt L
que T on peut donc écrire:

af
ds

:Cﬁ:%ﬁ. avec C>0‘

Le coeflicient C est appelé la courbure et R le rayon de courbure en A

a T. Le plan déterminé par f et i est le plan osculateur 2 T en M. La
normale en M au plan osculateur est appelée binormale: sa direction est

celle du vecteur b = ' A 1. Le plan déterminé par AJ et les vecteurs b. i
est appelé plan rectifiant.

Le triédre orthonormé direct constitué par les vecteurs t. 7. b est
appelé 1riédre de Serret-Frenet de I' au point M.

Le plan osculateur est le plan de la courbe T si celle-ci est plane.

Dans ce cas, le point [ tel que A/ = Rl est appelé centre de courbure
en M arT.

7.5.7.2. Usage d’une représentation paramétrique quelconque
q

Si l'arc T est défini par une représentation paramétrique admissible
quelconque OM = f{u),ona:

) — A7 ds _ =
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ds .
En posant v = qu on obtient :

u
P = Wy db
f(u) = uH_ldu
or B
dt _ dtds L
du dsdu R
dou

i (3)
7 ()

teur vitesse. f”(u) le vecteur accélération. v{u) la vitesse numérique. v’

Si u désigne le temps, ?(u) est « le vecteur position », le vec-

s

1'accélération tangentielle et R l'accélération normale.

Les relations (2) et (3) entrainent :

_f—)(u)/\?(u) E;t-/\ﬁ:l;g
d'ou
N U BN 140 &
TP [Fwar] .

Le plan osculateur est déterminé par le point /. et les vecteurs

7 (u)

et f”( ). La condition pour qu'un point P appartienne a ce plan est:
7 7o)

7.5.8. Invariants d’ordre 3
Torsion, formules de Frenet

Soit T un arc orienté de classe C'® donné par une représentation nor-
male O H‘ 7 (s). En gardant les notations du 7.5.7. on voit alors que

b est une fonction de classe C'! de s et les relations: b-b=1. 7.b=0
entrainent par dérivation :

o
|
Il
<o
™
IQ-
>y
_l_
o~
‘CL
1
1l
Bt
‘Q.-
>~
i
o

oW
)
o,
w
[N
@
o,
)

donc j— est orthogonal a 1 et &.
s
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—

b . .
On posera 3—— = 71 : le nombre T est appelé torsion de l'arcT et T =
s

—

1 . - .
= porte le nom de rayon de torsion. Le repére (¢. 7, b) étant orthonormal,
- fayon de torsion

1 lata dt ﬁ d b 7 ntrainent
es re — = = — == :
ST ons 15 R ds Te en
a0 _ . daf_ @ di_ _T_b
ds " ds R ds R T
db E
ds T

Ces formules sont appelées formules de Serret-Frenet.

Sil'arc T' est défini par une représentation paramétrique admissible

quelconque OM = f (u). on remarque que le nombre
7 = 117 @I=(F ). (). P )

reste invariant dans un changement de paramétre admissible. méme si

l'orientation de I' n’est pas conservée. L'usage d une représentation nor-
1

R2T’

male montre que ¢ = —

ﬁ / II
d’ot %:—RQU: (].c\(_)) f (li (

)

| &

A f7 ()

d’apreés la relation (4) de 7.5.7.2.

7.5.8.1. Remarque

On montre en utilisant les formules de Serret-Frenet qu'une courbe
réguliére de classe C3 de &P est définie. a un déplacement prés. par la

donnée des fonctions ('(s) et 7(s) supposées continues (C'(s) = m)

Ce résultat se démontre aisément dans le cas d une courbe plane (cas
ou 7 = 0): si on prend le plan de la courbe pour plan z0y et si on pose.
- _— s df _ _dy .. 1 dy
Ozt=p. 0r.i=p+_-—.ona—=n——.Doa(C(s) = — = == et

v T2 ds ds (s) R(s} ds
la détermination de 1'arc T se raméne aux 3 quadratures:

e

8 s 8
p:po+/ C(s)ds. r:r0+/ cos p(s)d s. y:yo—i—/ sin2(s)d s
8o So

So

Une courbe plane est donc déterminée a un déplacement prés, par la
donnée de la fonction continue C(s).
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7.6. Courbes paramétrées planes

Soient l'espace vectoriel =% muni d un produit scalaire et orienté, et
& 1espace affine euclidien associé, rapporté a un repére orthonormé
(0.7.7). Soit M : I = &~ t — M () une application d'un intervalle [
de & dans &°. Par définition

lim M(#)=m & tliIP O_]\}(t) =om
—ta

t—to

Al (t) est dérivable en t; & OW(I‘) est dérivable entg
401 (t)
t

que ces définitions sont indépendantes de l'origine O choisie dans o

la dérivée de t - M (t) est par définition . Il est facile de voir

7.6.1. Définitions

Une courbe paramétrée de & est une application M : [ — o

t — M(t) ou I est un intervalle de <. L'image I' = M (S) est appelée
courbe géomeétrique et on dit que A est un paramétrage de I'.

L'objet de ce paragraphe est le « dessin » de T' connaissant 1/. Les
diverses techniques exposées ici permettent d'expliciter les propriétés
essentielles de I', & 1'aide du paramétrage ). Parmi les notions défi-
nies a l'aide de Al, certaines. comme les notions de point régulier ou de
point stationnaire, seront relatives a la courbe paramétrée Al : d autres,
comme les notions de point ordinaire. point d'inflexion. ou de point de
rebroussement, sont relatives a la courbe géométrique T'.

7.6.2. Etude locale

Soit M : I C R — & une courbe paramétrée plane et T = M(I)
la courbe géométrique associée. Soit tg € [I. On suppose que A est
pourvue de dérivées de tous ordres en to. Pour étudier la forme de T au

voisinage de My = M ({o). on étudiera comment varie le vecteur Myl
ou My = M(tq + h), quand h varie dans un voisinage de ;.

D’aprés ’hypothése de dérivabilité faite sur M (¢) on peut écrire, en

posant OT}(t) = ?(z‘):

Pt + 2P+ o+ D)+ 20 )

0

=h

avec lim 2 (h) =
h—0

On définit un repére d'origine 1, ayant pour vecteurs de base (7 )
oll 7 est le premier vecteur dérivée de ?(1‘) non nul en ¢5. ¥ le premier
vecteur dérivée suivant qui ne soit ni nul ni colinéaire & . Solent X et
Y les composantes de Ay par rapport a ce repére.
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1) Si ?(10) #£0 et }7(10)/\7@0) # 0. alors W

f"(to). La relation (1) permet alors d écrire :

= ?(1‘0) et ¥ =

MM, = h?(to) + %(7(10) +F(h)

h2
Au voisinagedefpona: X ~hetY ~ 7 d’ott la figure 7.1 (X ~ h:
X équivalent a h (4.4.1)).

-

_) /)
1) 1)

i 7
/'/ e

FIiGURE: 7.2

M.

Figure: 7.1

7(10) est dirigée vers la concavitée de la courbe T' en My. 1j est
appelé point ordinaire de T

2) Si F(to) # 0. F (to) A Fi{ta) = 0. et F{to) A 7 (t0) # 0

L =
Fito). T = F(to): dou:
— = R —
T, = hT (t0) + o F7it0) + 5 (P (ta) + 2 (h)
3
et 'on en déduit que: X ~ A Y ~ =T {quand ¢t — to): d'ou la figure

7.2. My est appelé pont d inflexion de T.

3)S1 ?(10) = 0. le point 1/ est dit stationnaire.

— R
— Si ]—‘z(to) # 0. Mo\ = ?(f”(to) + 2 (h)) montre que ?(1‘0) est

un vecteur directeur de la tangente.

—Si f(t) A (1) £ 0. T = [(to). T = [ (t): don
hQ_) 3

TN, = 7 (to) + 5 (P(t0) + 2 ().
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2 3

. . . h .
Cette relation montre que .Y\ ~ ER Y ~ 3 (quand t — 1) : d'oli la

figure 7.3.

My est appelé un point de rebroussement de premiére espéce.

17,

S
Mu f///([g

M.

FIGURE: 7.3 FiGcUure: 7.4

= —
— i Pito) # 0. F7{to) A F(t0) = 0. F(to) A F¥(1g) # 0 par un
raisonnement analogue a celm fait ci-dessus. on a la figure 7.4. /g est
appelé un point de rebroussement de deuriéme espéce.

4) Plus généralement soient @ = W(fg) et T = fm(to).

e Si p est impair > 1. ¢ pair. on a la figure 7.1 en plus aplatie:
My est un méplat.
o Si p est impair. ¢ impair. on a la figure 7.2:
Ay est un point d'inflexion.
e Si p est pair. ¢ impair. on a la figure 7.3:
A est un point de rebroussement de premiére espéce.
e Si p est pair. ¢ pair. on la figure 7.4:
Ay est un point de rebroussement de seconde espéce.

7.6.3. Conseils pour la construction de I
1) On détermine tout d'abord un ensemble minimum (D) de valeurs
de t. tel que t parcourant (D). le point M (?) décrive entiérement [,

2) Par des considérations de périodicité. de translation. et de symé-
trie. on détermine. si possible. un sous-ensemble (d) de (D) tel que la
courbe géométrique compléte se déduise de la courbe géométrique par-
tielle (t € (d)) par des transformations géométriques simples.

3) L'ensemble (d) est en général formé de plusieurs intervalles dont
chacun donne un arc continue de I'. On étudie les fonctions z(t) et y(t)

(0—} 1T+ y(t )") aux extrémités des intervalles de (d). On peut

avoir des branches infinies quand ¢t - +>x,t =5 —x.t > t; out — tg'.
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L'étude étant la méme. pour fixer les idées. on suppose que t — t; :
trois cas peuvent se présenter :

o r(t) — xg et y(t}) — + (ou —x): la droite £ = rg est asymptote.
o r(t) = +x (ou —x) y(t) — yo: la droite y = yy est asymptote.
e r(t) > +x (ou —x) et y(t) = +x (ou —x): on étudie la limite
t Cy(t _ .
du rapport M quand t — 5. Si & — a € =..on forme y(t)—ar(t): si
(1) (1)
rlinrl (y(t)—ax(t)) = b. alors y = axr+b est I'équation d une asymptote & la
~—+lo

courbe. En général on obtient souvent a et b a 1'aide des développements
limités de x(t) et y(t).

Remarques

1)Sia=+>x.0ubiensia € *etb=4+x (ou —x). on dit que la
courbe I' admet une branche parabolique.

2) Supposons que a € . et b € =.
e Si y(t) — ax(t) — b > 0 la courbe est au-dessus de 'asymptote.
® Si y(t) — ar(t) — b < 0 la courbe est au-dessous de 1'asymptote.

3) On détermine le sens de variation de »(). y(t). généralement en
étudiant les signes de 2/(#) et y'(¢). On consigne les résultats obtenus dans

un tableau dont les lignes sont relatives a ¢. 2/(t). ¥ (¢). x(?). y(t). Une
/

. . L t
ligne supplémentaire relative a %f) (pente de la tangente) est souvent
r

utile.

1) On trace la courbe aprés avoir étudié les points remarquables:
points stationnaires. points d inflexion. points doubles (les points doubles

r(ty) =x(ta)
ylt1) = y(t2)

En fait un point P € T est dit double st un mobile décrivant la
trajectoire I' passe en P a deux instants différents ¢, et t,.

s'obtiennent en résolvant le systéme

7.6.4. Exemples
1) On considére la courbe T représentée paramétriquement par :
r(t) =24+ yty=20-1t"2
Montrer que I admet un point stationnaire .4 et indiquer la forme de I'

au voisinage de A.

Soluteon : 2'(f) = 2(L +t). Y1) = 2(1 + l) (=1) = y(-1) =0

implique que le point {( 1. —3) est stationnaire. En posant ? (t) =

1
(2t +12.2 = 37) on a: FH(=1) = (2.~6) et F7(=1) = (0.-24): F/(1) A
Jm

1) # 0. donc A est un point de rebroussement de premiére espéce.
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_)
70

-~1
T

FIGURE:

2) Etudier la courbe I représentée paramétriquement par :

r(t) =tgt . yl(t) =2t —1gt

1) Intervalle d’étude
o D=2

e x(t+ 7)) = x(t) et y(t + ™) = y(t) + 27 entrainent que I' est
invariante par la translation T3 de vecteur directeur V' = (0.27). On
restreint 1'étude de I' & l'intervalle [-7. 7] et on translate par Ty la

2
courbe partielle I'; ainsi obtenue.

o —r(—t) = —x(t) et y(—t) = —y(t). T est invariante par la symétrie
par rapport a O, donc I'; aussi.

En définitive l'intervalle d'étude se réduit a [O. ]
i1) branches infinies, asymptotes
lim z(¢) = lim y(t) = +x.
t— T t— I
y(t) _ : _ _ _
lim =% =—-1. lim(y(¢)+x(f)) = 7 donc y = —r+ 7 est asymp-
t— T z(t) t3

tote a [' et comme y(t) 4+ z(t) —7 = 2t — = < 0. pour ¢ € [0. 5[. la courbe
est au-dessus de 1'asymptote pour ¢ € [0. 5]

1i1) Tableau de variation

!
o 0
) = 14+tg%t y(t) = 1 — tg?t et i—lio—; = 1. la courbe admet
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comme tangente & l'origine la premiére bissectrice.

t 0 - >
r! + +

7 + 0 -

x| 0 A 1 S 4o
y 0 -1 N -

La construction de T est laissée en exercice.

7.7. Courbes en coordonnées polaires

L'espace vectoriel =* est toujours considéré ici muni d'un produit

scalaire et orienté, et l'espace affine associé o rapporté au repére or-
thonormé (0O.7.)).

Si une courbe T de & admet un paramétrage 1/ de la forme
OM(6) = f(8) cos 0T+ f(6)sin6]. € SCE.

alors (7. (W(e)) = # modulo 7. Le paramétre # peut étre interprété
comme étant une mesure de 1'angle orienté (Oz. O ). On dit alors que
p=f(8), 8 €5S. est I'équation polaire de I'. Les courbes polaires sont
donc un cas particulier des courbes paramétrées étudiées en 7.6. aux-
quelles on pourrait appliquer les méthodes générales du paragraphe pré-
cédent. Mais il parait plus simple. pour l'étude de ces courbes, d'employer
des techniques spécifiques. exposées succinctement ci-dessous:

7.7.1. Définition

Soit f:SCE — .0 f(#). On dit qu'une courbe I' de &° admet
I"équation polaire p = f(8). 8 € S si et seulement si [ est I'ensemble des
points 1/ de & tels que ET} = f(0)7(9) oufeS. et 7(9) = cos 7+

sin#j. T admet donc le paramétrage: M : S C = — &~ 6 — M (6). défini
par

OM = F(0) cos 67+ f(8)sin 6], ot (.OM) =6 ()

Les couples (p.8), (p.0+2k~). (—p. 0+ ) définissent le méme point de

o Sip= f(6) est représentée par I'. alors p = — f(6+ ) est représentée
aussi par I'. On supposera dans la suite que la courbe M : 8 — M (F) est
réguliére.
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7.7.2. Remarques

1) On indique ci-dessous les équations en coordonnées polaires de
quelques courbes simples:

Equations en coordonnées | Equations en coordonnées

cartésiennes polaires
r Droite passant par O
y=uxtga [0:o+k7r

Droite quelconque
c
‘ __acosf + bsind
Cercle de centre O et de rayon R
l,'_’ + yf.’ — RQ i p= R
Cercle passant par O

2+ y—2ar—2by =0 | p=2acosf + 2bsin g
2) Si W(8) = cos 67+ sin 47,

ar+by=-c

T'(0) = —sin 0]+ cos 67 = cos(6 + g)ﬂ- sin(f + g)j‘

_ = T
=70+ ;)

Ainsi (7(9).7’(6)) est une base orthonormeée directe. Le repére
(O (6). W (8)) est appelé repére mobile. D une facon générale on a:

2™ (6) :cos(9+ng)7+ sin(9+"§ﬂ)f S

7.7.3. Etude locale

On considére une courbe I' d'équation polaire p = f(#). § € S. ot f
est supposée de classe C* pour k assez grand.

1) Etude en un point différent de 1'origine O.

Soient O.X. OY les axes ayant respectivement pour vecteurs unitaires
(6) et T'(H).

On a: 0N (6) = f(0) 7 (8). d'ou
4011 (6)

40 - FOYT(6) + F(6)T'(8). (1)

o1l
Si M (6) # 0. alors f(6y) # 0 et (1) montre que dc?ﬂ (8y) est un vecteur
directeur de la tangente Mo7 en 1y a T.

Sion pose 17 = (OX.)MT) (angle de droites orienté). on a:
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: f (o)
"6 0 tgl = .
si f'(fo) # g F(00)
si f'(6g) = 0, alors V" 2( ) et on peut étendre la formule ci-dessus
en donnant un sens a l'écriture tg g =x = f(go) .

FIGURE: 7.6

Procédons a une étude analogue a 7.6.2. Posons

Ona:E'(8) = f'(6)F + f(6)
B(0) = f1(0)T +2f(0) 7" + £(0)F
= (f"(0) = f(0)) W + 27 ()7

dou

E(0) N ET(0) = [F(0)2 + 2£2(0) — FOFO)F  (K=TA]

Donc si E/(6) A E”(8) = (f(0)2 + 2f2 — ff)k # 0. le point ()

est un point ordlnalre et si f + 27 — ff'" > 0. la courbe tourne sa

concavité vers O. E’ et 110 sont d’un méme coté de la tangente en

MaT).

Si E/(6) A E”(6) = 0. mais £/(6) A E”(8) £ 0. alors le point

M () est soit un point ordinaire soit un point d inflexion.

2) Etude au voisinage de l'origine.

On pose ?(9) = 0?(9) = f(6) 7 (#). On montre par récurrence. en
utilisant la relation C4_; = C2~! 4+ C%. la formule suivante (formule de
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Leibniz) :
)= 30 Chn e 7o) (1)
k=0

Soit §y tel que f(fg) = 0:ona M (o) = O.

Soit p le plus petit entier tel que f®)(fy) # 0. d"aprés (1) on a:

?(P)((Jo) = f®)(60) 7 (60)

E0+)(0y) = £+ (06) 7 (60) + (p + 1) £ (60) 7" (60)

par suite

E® () A E®HD(60) = {(p+ 1)(f )2}k # 0

Donc d'aprés 1'étude générale faite en 7.6.2 on peut énoncer :

e La courbe est tangente en O a ' (6y)

e Si p est impair. O est un point ordinaire

e Si p est pair, O est un point de rebroussement
de premiére espéce

7.7.4. Remarques et conseils & propos de la
construction d’une courbe polaire ' : p = f(4).

1) On détermine tout d'abord un ensemble minimum (D) de valeurs

de 6. tel que # parcourant (D), le point M (#) parcourt toute la courbe
T.

2) Si p = f(8) admet une période T'. on construit l'arc [V pour § €
[fo, 80 + T[N(D). la courbe compléte s'obtient en faisant subir & I des
rotations autour de O et d’angle T.

3)Si fla—10) = f(6), (T) admet la droite A: 0 = %+k7r comme axe
de symétrie. Si I't désigne la partie de I pour laquelle § € (D)N[a.+x],

et s1 I~ = Sa(['t). Saétant la symétrie par rapport a A, alors ' =
r-urt.
4) Si. quand § — o, f(8) - +>x (ou —x). 8 = a + k= définit une

direction asymptotique O.X. La branche infinie correspondante admet
une asymptote D paralléle 8 O.X si y = f(0)sin(6 — o) admet une limite
L quand § — a. La droite Y = L détermine alors cette asymptote: O+
est appelée sous-asymptote polaire (Fig. 7.7).
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FIGURE: 7.7

5) Les spirales apparaissent pour § — —. ou § = +x.

(9@)

) = +x (ou — ) = +x (ou -
quand - —x quand f — +x.
FI1GURE: 7.8 FIGURE: 7.9
0 0
f() =0 f(6) -0
quand 8 — —> quand 6 — +>c.

FIGURE: 7.10 FiGURE: 7.11
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1) Si f(f) = +x (ou —x). la spirale s’agrandit avec IIW(H)II qui
tend vers +x (Fig.7.8.7.9).

i1) Si f(8) — 0 la spirale « converge » vers l'origine (Fig.7.10.7.11).

1) Si f(#) — « la spirale s’enroule autour d'un cercle de centre O et
de rayon |a|. en restant a l'extérieur si

at ona>0

a ot a<0

a l'intérieur si

£(0) = {a+ ol a<0

a o1 a>0

6) On calcule f' et tgl” = On étudie le sens de variation de f en

fl

dressant le tableau des variations.

7) Etude de points remarquables (point d'inflexion. point de rebrous-
sement).

7.8. A RETENIR

1) =7 est normé. Soit ? : I — =" une application définie sur un

[}
intervalle I de =. ? est dérivable en tg € I si et seulement si pour
toute base B = (1. €a.....€,) de 27, les composantes fi de

par rapport a B sont dérivables en tg et on a:

=D filto) @
1=1

S1 7 est de classe CF (p > 1) on a:

2
Tlto+h) = T ito) + 07 (1) + 5 F0) + o (U4 2 10)
avec }121_13%) Z(h) =0.

2) 23 est un espace vectoriel euclidien orienté et o l'espace affine
associé & =3 d’origine O. Soient : 7 ICR2— =3 T ={Mc o tel
que Oiq = _]?( t).t € I'} la trajectoire de ? et s l'abscisse curviligne.

il
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0! Y
2.1) d——— = { est le vecteur unitaire de la tangente orientée en 1/

arl

dat no ..

) 45 = —. 7 est le vecteur unitaire de la normale et R > 0 le
s

rayvon de courbure en M/ a

2.3) b= 1A best le vecteur unitaire de la binormale en M a T.

(M.T.7.b) est un repére orthonormé direct appelé repére de Serret-

Frenet de I' en M/

2.4) db = Testle rayon de torsion en M a T
ds T —_—
dn { b

PV TTRTT

. C e . , o
3) =.2 est un espace vectoriel euclidien orienté. et & le plan affine
associé dorigine O.

3.1) Soit Ol = F (). et T la trajectoire de M. Soit 7 (t) le

premier vecteur dérivé non nul (p > 1) et f(9(t) le premier vecteur

dérivé suivant non nul et non colinéaire a f(P/(t).

On a:

si p est impair et ¢ pair. M (t) est un point ordinaire
sl p est impair et ¢ impair. .}/ (¢) est un point d’inflexion
sl p est pair. A est un point de rebroussement de premiére espéce

si g est impair. de deuxiéme espéce si ¢ est pair

3.2) Soit OM = f(8)@(6). @(6) = cos 67+ sin 6]

FiGure: 7.12
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Si glim lf(@)] = +>. alors: O4 = elim f(8)sin(6 — a) est la sous-
—Sa —a

asymptote polaire.

FiGtre: 7.13

7.9. Exercices et problémes

1) Déterminer le rayon de courbure au point correspondant & § = 0

de la courbe d’équation polaire p = 1 + 2cos 7

2) Déterminer les courbes tel que R = asina. (R = rayon de cour-
bure: a = (7.1).

3) On considére 1'arc paramétré I":
r(t) = a(t —sint). y(t) =a(l —cost), te€[0,2r, a>0.

T étant orienté d'une facon quelconque, on appelle (M. 7, i) le repére

de Frenet en 1 et P le point défini par M P = —Rn (R = rayon de
courbure au point M). Montrer que 'ensemble % des points P admet
pour représentation paramétrique :

z(t) = a(t — 3sint), y(t) = 3a(l —cost). t€[0.2n].

construire .

4) T étant ’hyperbole équilatére d’équation r -y = a® dans un repére
(0,7 )) orthonormé. la normale en un point M de T recoupe I' en N,

Montrer que le point C défini par M.V = QC_]\/} est le centre de
courbure de T en M.

5) Déterminer une droite quisoit a la fois tangente et normale & 1'arc
paramétré I':

r(t) =37 . y(t) = 23 (t e R).
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6) Déterminer le triédre de Frenet. la courbure et la torsion en un
point M {t) de l'arc:

1 . 5 t  sin2t .
r(t) = 5 sin“t . y(t) = 5~ bnl z(t) = sint.
7) Construire la courbe T d'équation polaire p = —a Déterminer
cos? 1

le point double A.
Soit M un point quelconque de T' d"angle polaire . D la droite d 'angle

.0 . . .
polalrez, et P l'intersection de A1 et de D. Montrer que le lieu géomé-

trique de P quand 1 décrit I est un cercle dont on donnera les éléments
caractéristiques.

8) Montrer que pour la courbe:
r=csint. y=e'cost. = = at
les axes du triedre de Frenet forment des angles constants avec 1'axe

des r.

9) Déterminer la courbure et la torsion de la courbe T’

r=achtcost., y=achtsint. z = at

Par un point P € T'. on considére une normale qui coupe l'axe des
z en un point Q. Montrer que la longueur du segment PQ est égale au
rayon de torsion au point P.

10) Montrer que les formules de Serret-Frenet peuvent s'écrire sous
la forme:
_) _}
t b
AL _Pa?. T aw. 2o
ds ds d

o8

N
(s) N b
s
et déterminer ﬁ(s)
11) Prouver qu une courbe I' est plane dans les deux cas suivants:
1) la torsion est identiquement nulle

2) tous les plans osculateurs passent par un point fixe.

12) Un point P décrit une trajectoire réguliére définie par:

O? = ?(1‘) 01‘17(1) de classe C*

i) On suppose que 7)(1‘) A ?(t) = 6) Montrer que ?(z‘) garde une
direstion fixe.

11) On suppose que (?(t). ft). ]Tz(z‘)) = 0 (produit mixte). Montrer

que 7(1‘) A ?(1‘) garde une direction invariante et que ?(1) appartient
a un plan fixe.






Chapitre 8 : EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Introduction

Une grande variété de problémes relatifs 4 la mécanique. I'astronomie.
la physique mathématique. etc.. conduisent a déterminer une fonction.
Inconnue, par la connaissance d'une équation reliant ses dérivées succes-
sives jusqu'a un certain ordre. Ces équations sont appelées équations dif-
férentielles. Leur étude constitue 1'une des branches des mathématiques
les plus fécondes.

Par exemple. on voudrait déterminer le mouvement d une particule.
connaissant sa vitesse et son accélération. Une substance radioactive se
désintégre a une certaine vitesse. et 'on voudrait déterminer la matiére
fissile restante au bout d'un certain temps.

En général. on a affaire a deux sortes d’équations différentielles: les
équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles
suivant que la fonction a déterminer est d'une variable ou de plusieurs
variables.

Un exemple simple d'une équation différentielle ordinaire est la rela-
tion
y-y=0 (1)
qui est satisfaite par la fonction f(r) = e*. On montrera que toute
solution de (1) est de la forme f(x) = Ce”. ou (" est une constante.
Une équation de la forme
9% f i o°f
art = oyt

=0 (2)

est un exemple d'une équation aux dérivées partielles. L'équation (2)
appelée équation de Laplace apparait en électricité. en magnétisme. en
mécanique des fluides. Elle a plusieurs sortes de solutions

flz.y)=x+2y. fle.y)=e"cosy. flx.y) = Log(z®+ y*).

Etant donnée une fonction F' de n + 1 variables. on appelle équation
différentielle (ordinaire) d ordre n. toute relation de la forme:

Fle.yy.y. ... .y") =0 (1)
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entre la variable z, la fonction y(z) et ses dérivées ¥/ (z), v (z), ... ,y(”)(x).

L’équation (1) est dite linéaire homogéne (resp. linéaire non homo-
géne) si F est une fonction linéaire (resp. affine) en y, ¢/, 3", ..., y™).

On appelle solution ou intégrale de I’équation (1) une fonction f(x)
définie sur un intervalle I telle que F ((z), f(z), f'(2),...,f™(z)) =
0, Ve € I. Intégrer I’équation (1), c’est déterminer toutes ses solutions.

On dira que Uintégration de ’équation (1) a été ramenée 3 des quadra-
tures si on a pu exprimer ses solutions au moyen d’intégrales de fonction
connues.

L’étude des équations différentielles a débuté au Xvi€ siécle avec
Newton, Leibniz et Bernoulli. On s’aper¢oit alors progressivement qu’ex-
cepté trés peu d’équations différentielles d’un certain type, il est prati-
quement impossible de trouver une théorie mathématique générale per-
mettant de résoudre les équations différentielles. Néanmoins on a établi
des théorémes d’existence et d’unicité des solutions d’une équation diffé-
rentielle. Et I’on est ainsi amené a considérer les équations différentielles
comme un moyen puissant de construction de fonctions nouvelles dont les
propriétés sont étudiées a partir des équations différentielles elles-mémes.

Parmi le peu d’équations qu’on peut résoudre, figurent les équations
différentielles linéaires dont certains types sont étudiés dans ce chapitre.

8.1. Fonctions a valeurs dans C

(7,7) étant la base canonique de R?, on identifie le corps des nombres
complexes & D’espace vectoriel R? par la bijection

g :C — R?
z=z+iy— b(z) = 2T+ yJ

Ainsi toute fonction

h:SCR->C
t— h(t) = f() +ig(2)

peut étre interprétée comme une fonction

ﬁ 0§ = R?
te fO)T+9()T

Si S est un intervalle ouvert de R , on sait (chapitre 7) que H est
continue (resp. dérivable) en un point ¢ € S si et seulement si f et g

sont continues (resp. dérivables) en ¢g. Et H'(to) = f'(t0)7+ ¢'(t0)]T

Ceci nous améne i poser les définitions suivantes:
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8.1.1. Définitions
Soit
h :I—-7TC
t— ft) +ig(t)

une fonction définie sur un intervalle ouvert I de = . On dira que :
. @) h admet une limitel = l1+115 en un point tg, I ~ 1¢, s1 et seulement
si tllgln fi) =1 et tllglug(t) =1 .
ii) h est continue en to € / si et seulement f : ¢ — f(t) et g : ¢ g(t)
sont continues en tg.

1) h est dérivable en tg € [ si et seulement les fonctions f et g sont
dérivables en tg. et la dérivée de h en ty. notée h'(tg) est donnée par

h(to) = f'(ta) +14'(to).

8.1.2. L’exponentielle complexe
8.1.2.1. Définition

Soit a = a + 1b un nombre complexe fixé: expaz. pour r € = |
est le nombre complexe exp ar expibr. ot expibzr = cosbr 4 1 sin br et
exp ar = e%" a la signification habituelle.

On définit ainsi une application
expa :x.— _

r+—expalr) =expar

8.1.2.2. Propriétés

On déduit des définitions 8.2.1 que. si @ € ~. la fonction exp a est
continue et dérivable sur = .

Un simple calcul montre que:

(expar) = aexpar (donc expar est indéfiniment dérivable)
expar.expdr =expla + Jr. Va.3€e Z.re=.

8.1.2.3. Exemple

On considére un mouvement vibratoire simple défini par:
r=acos{wt+ ). a€F.

On pose a = aexpiy: acos(wt + ) est alors la partie réelle de
aexpiwt.

Soit. par exemple. & composer deux mouvements vibratoires sumples
de méme axe. de méme centre. de méme pulsation «. Il s'agit donc
d'étudier la somme
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ft) = ay cos(wt + p1) + az cos(wt + a).
Les deux termes de cette somme sont les parties réelles de
ajexpiwt (a3 = ajexpipi) et de asexpiw! (a2 = asexpiys).

Donc f(t) est la partie réelle de (a1 + a2)exp it et définit par consé-
quent un mouvement vibratoire simple de pulsation « et dont ['amplitude
a et la phase p sont données par la construction dite de Fresnel.

I
a,
a P,
o O
9,
0 L
FiGure: 8.1

8.1.3. Opérateur différentiel
&8.1.3.1. Définition

Soit I un intervalle ouvert de . Si & toute fonction f. dérivable sur 7,
on fait correspondre sa fonction dérivée f’, on définit un endomorphisme

D €)= E (. 7)
f=r

de l'espace vectoriel € (I. Z) des fonctions indéfiniment dérivables sur
1. appelé opérateur différentiel.

Plus généralement. en posant D? = Do D. toute expression formelle
de la forme aD? 4+ bD + ¢ (a.b.c € ), définit un endomorphisme
de €7°(I.Z). qui associe & tout élément f de €™ (1. Z). la fonction
(aD* +bD+4c)f = af’' +bf +cf: on dira encore que aD? + bD + c est
un opérateur différentiel.

&8.1.3.2. Remarque

Certains appareils mécaniques ou électroniques appelés filtres linéaires
ont le pouvoir de transformer un signal d'entrée f(t) en un signal de sor-
tie Af”" + Bf' + Cf olt A, B.( sont des coefficients réels.

Si le signal d’entrée est de la forme aexpiwt (a complexe, w réel).
étudions le signal de sortie dans un filtre linéaire de formule D? 4 1.
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Ona (D*+1)(aexpiwt) = a(l —w?)expiwt. Le signal de sortie est
done a(l — w?)expiwt.

La phase ¥ du signal de sortie est

Y=

_ _ _Ja2krw prés sil—w?>0
a (2k + 1)x preés sil—w? <0

L amplitude A du signal de sortie est égale & 4|1 — w?|. A = la].

8.1.3.3. Proposition

Soient a et J les racines dans Z de 1'équation AX? 4+ BX +C =0.
4.B.C e Z. Alors pour tout f € €~ (I.Z). on a:

(AD'~’+BD+C)f:A(D—a)[(D—J)ﬂ (1)

Preuve — On vérifie la relation (1) par un calcul direct: (D=3)f = f'—
3f .Posons ¢ = f'=3f A(D-3)p = A(Y'—ap) = A(f" = (a+ I)f' + adf)

Comme —A(a + 3) = B et 4aB = ( on trouve bien:
AD=a)[(D=-3f]=Af"+Bf +Cf
= (AD*+ BD +C)f

8.2. Equations différentielles
du premier ordre
Equations différentielles
linéaires du premier ordre

8.2.1. Généralités

Soit 1'équation différentielle du ler ordre:

Flr.y.y)=0. (1)

Si F est de classe (! et si F),(x.y.y') # 0. le théoréme des fonctions

implicites permet de résoudre localement cette équation en y’ et on est
alors amené a étudier une équation de la forme

y' = flr.y). (2)

En fait une équation différentielle de la forme (1) n'est pas nécessaire-
ment équivalente & une équation de la forme (2). 1l se peut en effet que
(1) admette une solution qui annule F;,(r. y.y'). De telles solutions sont

dites singuliéres .
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Par exemple pour l'équation xy — y = 0. la solution dont le graphe
est (0.0) est une solution singuliére.

Dans la suite. on n'aura a considérer que des équations de la forme
(2). Pour ces équations on admettra le théoréme suivant :

8.2.1.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit © un ouvert de =2 et soit f : ) — = une fonction continue et
pourvue d'une dérivée partielle par rapport a y continue sur 2.

Quel que soit le point (xp. yg) de Q. 1l existe une solution unique y(r)
de I'équation ¥y = f(x.y) définie dans un voisinage de rg et telle que
y(ro) = Yo.

Remarque — Ce théoréme garantit, sous certaines conditions. |'exis-
tence de solutions d'une équation différentielle. Mais il n’est pas tou-
jours possible de déterminer effectivement ces solutions: par exemple

2
T

pour 'équation y'(&) = e™7 . on ne sait pas calculer de fagon explicite

T

. .. . _p2 N
une primitive de la fonction £ — ™7 . Dans ce cas on cherchera a trouver

des solutions approchées.

8.2.1.2. Intégration numérique

. - . . — o
Soit f: Q — = une fonction continue sur un ouvert 2 de =.°.

Si l'équation différentielle y/ = f(x.y) posséde une solution unique
y(x). telle que y(ro) = yo. cette solution s’écrit

yle) = yo + 7, flu.y(w)) du.

&I, = rg+nh

En choisissant un pas d'intégration h et en posant
Y(Tn) = yn

on obtient le systéme
Ipnyl1 = T + h
Un+1 = Yn + frrn"“ fluylu)) du

Les différentes méthodes d'intégration numeérique reposent sur un calcul
approché de l'intégrale

Y
/ f (wylu)) du.

Par exemple, en utilisant la méthode des rectangles on a:

/ h fluy(u)) duxhf(rn. yn)

dou In41 :-rn+h

Yntl = Yn +h (f(xn.yn))

Py (Tng1-yn41) par le point Py (Tyn41.Ynp + hy,) appartenant a la
taneente en P, A la courbe intégrale

ce qui revient & remplacer le point
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y4
O 'rn xn+l ‘;
FiGURE: 8.2

Cette méthode. dite méthode d Euler. n’est pas assez précise. On peut
Lntl
I'améliorer en évaluant l'intégrale / f(u. y(u)) du par la méthode
Ln
des trapézes. en posant

(fxn.yn) + (f(Zns1-Yn+1))

N =

Trng1
[ ) aus
In

8.2.1.3. Interprétation géométrique.

Soit y' = f(&.y) une équation différentielle, ot

f: Q-=x
(x.y) =y = flx.y)

est une application d'un ouvert Q de =2 dans = .

A tout point 1/ de l'ouvert €2 du plan on associe la droite /T de
coeflicient directeur y'.

Le couple (M. MT) est appelé un élément de contact. et 'apphcation
M — (M.AT) s’appelle un champ d’éléments de contact dans le plan.
Une courbe () est une courbe intégrale si I'ensemble de ses éléments de
contact appartient au champ précédent.

8.2.1.4. Equation différentielle attachée 4 une famille de courbes

Soit une famille de courbes 'y dépendant d un paramétre X et définie
par l'équation

fle.y.A)=0. (1)

f étant supposée continue sur un ouvert Q de =3 et de classe C! par
rapport & (z.y). On suppose qu'en tout point M (r.y) d'un ouvert du
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plan passe au moins une courbe (. Le coefficient directeur y' de la
tangente en M & la courbe C étant donné par:

fele gy N+ f(x.y ) -y =0. (2)

L'élimination de A entre (1) et (2) donne une relation qui définit les
éléments de contact des courbes (') :

Fle.y.¥) =0 (3)

La connaissance de 1'équation différentielle F(z.y.y’) = 0 permet d ob-
tenir un certain nombre de renseignements sur les courbes (.
Les trajectoires orthogonales des courbes 'y sont les solutions de
I'équation différentielle F(x.y.—2) = 0 obtenue en changeant y' en
y
—i dans 1'équation (3). En effet supposant 1'équation (3) résoluble par

rapport a y. Soit ¥ = f(z.y) sa forme normale. La tangente en 1/ (r.y)
de C'y a pour pente m = y = f(r.y) (en axes orthonormées). 57l existe
une courbe T' orthogonale en 1/ & (. sa tangente en ce point a pour

pente m’ = -+ = -1

m oyl

L équation différentielle des courbes T' sécrit donc :
1 1
—?:f(.r.y) ou F(I.y.—;) =0

Eremple — Déterminer les trajectoires orthogonales a la famille des
cercles (' passant par l'origine et centrés sur l'axe des .

La famille des cercles Cy est donnée par l'équation x4+ y° —2Ar = 0.

L’équation différentielle qui définit la famille C' est: y = Y 2_ T Les
ry
trajectoires orthogonales satisfont donc 1'équation différentielle.
2xy
/
- =7 1
Y=ol g (1)

(1) & (2)dy(z* — y*) =22y de = 0

et pour y # 0

9 2
r?—y?
2y°

(2) & dy—gdx:O.

2

r- 4y
-2y

2

En considérant la fonction f(r.y) = . I'équation (2) s'écrit

fydy+fide=0.

Par suite la famille des courbes orthogonales est déterminée par
I'équation f(r.y) = C. soit r°> 4 y> — 2Cy = 0. Ce sont des cercles
passant par l'origine et centrés sur l'axe des y (5.8.3.4).
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8.2.2. Equations différentielles linéaires du ler ordre

Soit 1'équation différentielle du ler ordre
Flr.y.y)=0. (1)

D aprés les définitions du 8.1. 'équation est dite linéaire. si pour tout
r fixé, F est une application linéaire ou affine en y et 3. Donc I'équation
(1) est linéaire si elle s’écrit sous la forme

ay(&)y +bi(x)y +c1(x) = 0. (2)

Dans ce cas F(r,

Y.
(£o.yo) tel que a;(z)
singuliéres 1'équation (

Y ) = a3 (z). Toute solution passant par un point

0 est dite singuliére. En dehors des solutions
2) est équivalente a

y' —a(r)y = b(x) (3)
ou a(r) = —21((";)) b(x) —le((i; L’équation
Y —a(z)y=0 (3)

est appelée équation homogeéne (ou sans second membre) associée a 1'équa-
tion (3).

On supposera dans ce qui su1t que a(x) et b(x) sont des fonctions
continues sur un intervalle 7 de F

8.2.2.1. Proposition

Toute solution de 1'équation (3) s’obtient en ajoutant a une solution
particuliére de cette équation. toute solution de 1'équation homogeéne (3’)
assoclée.

Preure — Soit f(z) une solution quelconque de (3). Donc:
f'(@) —ale)f(z) = blr).

Soit fi(r) une solution particuliére de (3). on a:
file) —a(z)fi(x) = b(x)

en retranchant membre a membre ces deux équations on obtient :
(f = f)(x) = ale)(f = fi)lz) =

La fonction f — f; est une solution de (37). L'intégration de (3) se
fait donc en deux étapes:

1) recherche de toutes les solutions de (3")
2) recherche d'une solution particuliére de (3).

Premiére étape — Soit A(z) une primitive de a(z) sur I; la fone-
tion r — f(r) = exp A(z) est une solution de (37). En effet f'(r) =
a(z)exp A(r) = a(x) f(x).
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Soit g(z) une solution quelconque de (37) définie sur I. Posons h(x) =

%. (f(z) #0). On a:

h'(x) = 5

Donc h{z) = C.ou C est une constante: et par suite g(x) = C exp A(z).

Remarque : ensemble des solutions de (3') est un espace vectoriel sur =
de dimension 1.

Deuxiéme étape — Il reste & trouver une solution particuliére de (3).
Pour cela il est conseillé de procéder tout d’abord par tatonnements: on
remplace y par une fonction simple : une constante. r. (ou —r). £ (ou

—r?). % sin r. cos r, etc.. selon la forme de 1'équation.

Si les essais n'aboutissent pas. on utilise la méthode dite de la varia-
tion de la constante ou méthode de Lagrange : comme exp A(z) # 0Vzr €
I. toute solution g(x) de (3) s’écrit sous la forme g{x) = C(x) exp A(x):
d’ou I'idée naturelle de chercher g(z) sous cette forme. ou la fonction
C(x) est de classe 1.

Exprimons que g(z) = C(x)exp.d(z) est solution de (3) . On a:
C'(z)exp A(x) + C(r)a(z)exp A(r) — a(r)C(z) expA(r) = b(r) dou
C"(x) = b(z) exp [ A(x)].

8.2.2.2. Théoréme
Soit I’équation différentielle
v —a(r)y=0. (1)

ol a(z) est une fonction continue sur un intervalle / de k= . La solution
générale de (1) est de la forme:

y= KexpAlr)

ol A est une constante et A(x) une primitive de a(x) sur /. La solution
générale de 1'équation différentielle

Y —a(r)y=br) (2)

ol a(z) et b(z) sont des fonctions continues sur un intervalle 7 de [k, est
de la forme:

y= (K +C(z) exp Alz)
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ol A est une constante et C'(z) est une primitive de b(x) exp —A(x) sur
I

8.2.2.3. Résolution de 1'équation y = Bexp 3r

Soit I'équation ¥y —ay = Bexp 3z ol a . J et B sont des constantes
complexes. Compte tenu des propriétés de la fonction expar. on peut
appliquer la méthode de résolution ci-dessus & I'équation différentielle

¥ —ay = Bexp Jz. (1)
que 1'on rencontre fréquemment en physique.
Y —ay=0&y=RKexpaur. KNel.

On cherche une solution particuliére de 1'équation (1) sous la forme

g(x) = C(r)expaz ot C(r) est une fonction de classe C! de = dans
~. On obtient :
C'(r) = Bexp(3 —a)r.

Donc:

(1) sta = J . C(x) = Bx convient et on a: g(x) = Brexpar. La
solution générale de (1) est de la forme:

y=(Br+ K)exparJ

. B J - .
(i1) sl a # .7 . on peut prendre C'(x) = igw et la solution
—a
générale de (1) s'écrit :
Bexpd
y= Kexpar4+ 2P
J—a

8.2.2.4. Applications

1) Amortissement d'une dette, au taux d'intérét a . moyennant des
remboursements fixes ~.

Siy(t) est le montant de la dette & l'instant ¢. & l'instant ¢t + h, on a:
y(t +h) = y(t) + hay(t) —~h

dbﬁyﬁ+hi—yﬁl

Cette situation peut étre alors modélisée par 1'équation différentielle

= +ay(t) — 5.

Yy —ay+5 =0 (1)
Les solutions de (1) sont de la forme:

y= Nexpat+ <
o
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L amortissent d'une dette. contractée a un taux d'intérét a l'an. avec
des remboursements annuels 4, et amortie en 10 ans. est donnée par:

y=+-=(1—exp[-10a]).

J
o
2) Une particule radioactive p se désintégre a une vitesse v qui est

proportionnelle & la masse m de p 4 chaque instant. my étant la masse
Initiale, déterminer la période de désintégration de p.

dm

T km. avec k < 0, dou m(t) = C - ekt

Solution: On a v =

m(0) = my = m(t) mge*t . La période A de p est le temps au
bout duquel on a: m(A) = % = mge** . Cette égalité entraine que
_ Ln2
Tk

8.2.3. Equations a variables séparables
Equations homogénes

8.2.3.1. Equations & variables séparables

Soit I'équation différentielle
y = flr.y). (1)

On dira que I'équation est a variables séparables si f(x.y) = a{z)c(y):
1'équation (1) s'écrit alors

Y = a(z)e(y). (2)

On a déja étudié ce genre d'équation au 8.5.3.4. Si ¢(y) # 0 1'équation
s écrit sous la forme:

w=a(z)dz—b{y) dy=0. ou b(y):c—(la. {(3)

Si A(z) (resp. B(y)) est une primitive de a(x) (resp. b(y)). la fonction
fle.y) = A(x) — B(y) vérifie w = d f. Donc w est exacte et les solutions
de (3) sont définies implicitement par 'équation A{x) — B(y) = K. K
constante.

Eremple: résoudre 1'équation
ey +y=y (1)

Les fouctions dont les graphes sont respectivement (0.0) la droite
y = 0 et la droite y = 1 sont solutions de (1). En dehors de ces solutions,
I"équation (1) est équivalente a:

dy dr
=42 =" 0. 2
yy—-1) = 0 2)

w
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Les solutions de (2) sont données implicitement par 1'équation :

/——dy‘ - / dr _ KR.soitinly—1{-=1Injy|=In|z|+ KA.
yly=1) x

y—1
-1 . -1
D’ou l(i—)l =lrlef = Y=~ = Cr. Cétant une constante.
Y Y
On tire de cette relati !
n tire de cette relation: y = :
e ge Y=1_-¢Cz

8.2.3.2. Equations homogénes

Une fonction f(x.y) est dite homogéne (de degré 0) si:
flre.ty) = flz.y). Ve yt. t#0.
Une équation différentielle
v =flay (1)

est dite homogeéne. si f(z.y) est homogeéne (de degré 0).

Soit (M(z.y). MT) l'élément de contact défini par (1). Si l'équation
(1) est homogene. la tangente au point M'(Ar. Ay) (A # 0) est parallele
& MT. Donc l'ensemble des courbes intégrales de (1) est globalement
invariant par toute homothétie de centre O.

. 1
Par suite y' ne dépend que du rapport Y En posant t = —(xr # 0)
r xr
I'équation (1) devient

) :
y=r(1Y) (2)
x
Posons v = 2. alors y = tr et ¥y = v'r + v. L'équation (2) se
x

transforme alors en 1'équation: 'z + v = f(1.v). soit:

dv

d‘I:(f(lw')—l') (3)

==

et 1'on est ainsi amené a résoudre une équation & variables séparables.
Eremple: résoudre 1'équation :
/
yly+er)—(y—2)=0. (1)

(1) admet pour solution singuliére la fonction dont le graphe est (0.0).
En dehors de cette solution singuliére.

,:y—r
y+«r

y (1) = (2)
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: I+ .
Posant y = vr. on obtient: rv/ = i qui est a variables sépa-
v

S d
[y e
1+ 1+ = xr

1, 5
= g ln(2? + 47 + Arctg % =C

rables. dou:

8.3. Equations différentielles
linéaires du second ordre
A coefficients constants
Soit
Flz.y.y'.y) =0 (1)

une équation différentielle du second ordre. Conformément aux défini-
tions de 8.1. I'équation (1) est dite linéaire. si pour » fixé l'application
(y.y.¢") = F(r.y.y") est une application linéaire ou affine de =3 dans

~

_. Dans ce cas l'équation (1) s'écrit :
alz)y” + b(z)y + c(x)y = f(x) (2)

I'équation (2) est dite & coefficlents constants si a(r). b(x) et ¢(xr) sont
des constantes.

Dans ce paragraphe. on étudie les équations de la forme
ay” + by +cy =g(x) (3)
ol a.b.c sont des constants réelles ou complexes. g(r) une fonction a
valeurs réelles ou complexes, continue sur un intervalle I de = . Comime

dans 8.3.2, on associe a (3) I'équation linéaire et homogéne :

ay’ + by +cy=0. (3"
En raisonnant de la méme maniére qu’en 8.3.2. on peut alors énoncer :

8.3.1. Proposition

Toute solution de I'équation (3) s’obtient en ajoutant & une solution
particuliére de cette équation. toute solution de l'équation sans second
membre (3') associée a (3).

8.3.2. Intégration de I’équation différentielle

y' +ay +by=0 (1)



Equations différentielles du second ordre 225

ol a.b sont des constantes réelles ou complexes. Soit f(x) une solution

de (1). on a:

f'(@) +af'(x) + bf(x) = (D* +aD+b) (f(2))

ou bien:

' +af +bf =(D*+aD+b)f
ou D est l'opérateur différentiel: D(f) = f'.
D aprés le paragraphe 8.2.3.3.
(D* +aD +b)(f) = (D= 3)- (D= a)](f) (2)

N . PN 2 2
ol a et J sont les racines du trinéme du second degré r- + axr +b = 0.

Posons (D — a)(f) = ¢ . Intégrer (2) revient 4 intégrer successive-
ment :

(D=3)p =0 (3)
(D =a)(f) = ¢ (4)
D aprés les résultats de 8.3.2.3. les solutions de I'équation (3) sont

de la forme: p = C"exp Jr . C' étant une constante arbitraire réelle ou
complexe. L'équation (4) s'écrit alors:

(D—=a)f=Cexpir

Et a pour solutions (8.3.2.3):

f(r) = Aexpar + Bexp Jzx. sia;é3<B:jC )
—a

et
f(r) = (dx + B)expar sia=J.

A et B sont des constantes arbitraires réelles ou complexes.

On peut donc énoncer

8.3.2.1. Théoréme

Soit 1'équation différentielle

y'+ay +by=0 (1)

Soient o et 3 les racines de I'équation r’4ar4+b = 0. appelée équation
caractéristique de (1). Les solutions de 1'équation (1) sont de la forme :

y=dexpar+ Bexp Jr. sia#J
y=(Ar+ B)expar. sia=.7]

ou 4 et B sont des constantes arbitraires réelles ou complexes.
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8.3.2.2. Remarques
1) Soit
v +ay +by=0. abcZ. (1)
) Sl a # 7 . expar et exp Jr sont des solutions particuliéres de
I’ equatlon (1) linéairement indépendantes. En effet si:
dexparxr 4+ pexpJr=0. Vre.reZ=. (2)

en faisant r = 0 dans (2). on obtient A + y = 0 et en dérivant (2) par
rapport a r. et en faisant r = 0. on obtient aX + Ju = 0 . La seule
solution du systéme

Atp=0 pour a # J.est A= pu = 0.
ad+ 3u=0

1) S1 a = 3. a vérifie: (racine double)
a’4+aa+b=0
2a4+a=90

Ces relations entrainent que expar et rexpar sont des solutions de
(1) inéairement indépendantes.

Donc les solutions de (1) sont définies sur = et constituent un espace
vectoriel complexe de dimension 2.

2) Si a et b sont réels
i) st a®> —4b > 0. a et 3 sont réels. et les solutions sont de la forme :
{y = dexpar+ Bexp Jr. sia# 3
= (Ar + B)expaux. sia=2J
ol A et B sont des constantes réelles arbitraires.
ii) si a? — 4b < 0. a et .3 sont complexes conjugués
a=A4+ipg. . I=A—ipu.

En remplagant dans dexpar + Bexp 3z (4. B complexes). expax
et exp Jr par exp Ar(cos pr + 1 sin pr). la solution générale se met sous
la forme::

y = (expAr)(Lcospur+ Msinpur)

ou L et Al sont des constantes réelles arbitraires. De 1) et 1i) on dé-
duit que les solutions réelles de 1'équation y”’ + ay’ + by =0 (a. b € =)
constituent un espace vectoriel réel de dimension 2.

3) Meéme si les constantes a et b sont réelles. on peut avoir a considérer
les solutions complexes de 1'équation ¥’ +ay’ +by = 0. Alors ces solutions
constituent un espace vectoriel complexe de dimension 2. Dans ce cas si

f(xr) est une solution complexe. alors la fonction f(r) . conjuguée de
f(x). est aussi une solution.
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8.3.2.3. Exemples

1) Soit I’équation différentielle y"' — 3y’ + 2y =0

Son équation caractéristique est r’> — 3r + 2 = 0: les racines sont
r1 =1 et ro = 2. D’ou la solution générale :

y=Aexpr+ Bexp2x. A B€EZR.

ii) L'équation différentielle y”’ 4y = 0 a pour équation caractéristique
r? 4+ 1 = 0. Les racines de cette équation sont r; =1iet ro = —i . Donc
les solutions sont de la forme:

y=Acosr+ Bsinx. A.B€Z.

ii1) Considérons 1'équation différentielle y" — 2y +y =0

Elle a pour équation caractéristique r> — 2r + 1 = 0. Celle-ci a pour
solution double 71 = 1 . Donc les solutions sont de la forme :

y=(Ar+ B)expr. A, BeE.

8.3.3. Recherche d’une solution particuliére de

V' +ay +by=g(z). abe Z. (2)

g est une fonction a valeurs complexes.

Comime pour le cas des équations différentielles linéaires du ler ordre.
on procéde par étapes:

1) On procéde par tdtonnements en remplagant y par une fonction
simple (z.sinz.cosz, e’ Inr.etc.) selon la forme de 1'équation:

2) On écrit si possible g(x) sous la forme dune somme de fonctions
plus simples

9(x) =Y gr(a).
k=1

puis on cherche une solution particuliére yx de I'équation y’' +ay’ +by =
gx (). Une solution particuliére de 1'équation y”’ + ay’ + by = g(z) est
k=1

alors de la forme y = Z Yk -
n

3) Si a et b sont réels, et g(x) est une fonction réelle. qui est la partie
réelle (resp. partie imaginaire) d'une fonction complexe h(x) « sympa-

thique » (cos 3z = Ze(e3 7). ¥ sin2r = I'm (e1+207) ).

On cherche une solution particuliére (complexe) de 1'équation y” +
ay + by = h(x). Si z;1(x) est une telle solution. alors Ze (z1(x)) (resp.
Im (z1(z)) est solution particuliére de ¥’ + ay’ + by = g(r).

En effet, posons: z1(x) = ki(x) +1ko(2). On a:
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A+ azi + bz = Ze (h(x))+1Im (h(x)).
Dol (a. b étant réels)

(k] + aki + bk1) + 1 (kY + akl, + bka) = Ze (h(x)) +1Im(h(2)).
Par identification on obtient :

k! + aky + bky = Ze (h(r)) .

kY + akh + bko = Im (h{z)).

4) g(x) est un polynéme de degré n: la forme de 1'équation montre

que 1'on peut chercher. comme solution particuliére. un polynéme P(r)
(de degré n si b # 0. de degré n+ 1, si b = () dont on déterminera les
coefficients par identification .

3) g(z) = P(z)expaz. ou P(r) est un polyndédme, 4 une constante

’
réelle ou complexe: on se rameéne au cas précédent en faisant le change-
ment de fonction dans 1'équation (2) y — . défini par y = zexp~r.

6) Méthode de la variation des constantes.

On sait que les solutions de 1'équation
V' +ay +by=0 (1)

constituent un espace vectoriel de dimension deux, dont on a déterminé
une base {y;(z). y2(x)} On cherche une solution particuliére de

Y' 4+ ay + by = g(x) (2)

sous la forme y = A1(2)y1(x) + Aa(2)ya(x) ol A1(x) et Ao(z) sont des
fonctions de classe C*. En reportant cette expression de y dans 1'équation
(2), on trouve:

g(x) = (Muh +Xy5) + (Mg + Adya)’ + a(My1 + Agya).
Il suffit alors de prendre A;(x) et Aq(r) telles que:

pV My, =0
{ Y1+ Axy2 (3)

A1y + Asyh = g(2)

Ce systéme linéaire a une solution unique en A;. A5 car le discriminant
des inconnues y;y5 — i y2 est différent de 0 pour tout .

Cette propriété peut étre vérifiée directement pour les valeurs trou-
vées pour y; et yo dans les remarques 8.4.2.2 .

8.3.3.1. Exemples

Trouver une solution particuliére des équations différentielles sui-
vantes :

1)y =2y +y=(z2+z2+1)expr
1

On pose y = zexpx: en reportant dans 1’équation on trouve =/ =
’4+r+1.
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3 2 4 3 2
z x- r z -
Donz= —+ —+4+r+Aetz=—~+—+—+Ar+B
3 2 ot 12 + 6 + 2 +
23 r?
On peut prendre comme solution particuliére z; = 12 + a + Eh
(A=B=0).dod y; = zyexpz .
2) Yy +y=cos?r
o 1 cos2x |, . o .
Comme cos™ r = 5 + 5 I"équation s écrit
"y = 1 n cos 2r
Vri=a Ty
On est amené a chercher une solution particuliére pour
1
1
= 1
Vity=, (1)
et une solution particuliére de
" 1 2Ar
Y +y=-cos2x = He | -e” . (2)
2 2
1 . S .
n=3 est une solution particuliére de (1). On cherche une solution
particuliére de
1
1 21r
+y=_e
) y 5
21z : h . 1" y ! 1
en posant y = ze-'* on obtient |'équation =" + 4i2' — 3z = 3 dont
. . 1 . _—
une solution particuliére est zo = —=. Donc une solution particuliére de

. . 1 _ . 1 .

(37) est yo = zpexp2ix = —gexp?u’ et par suite Ae (6 exp?lx) =
1 -

—g 08 2r est une solution particuliére de (2).

En définitive une solution particuliére de y” 4+ y = cos® r est f(r) =
1
— — —cos2z.
2 6

3)

"4+y=tgr ourre} EZ[
y y - g N p 2 . 2

On sait que y; = cos r et yo = sin z sont deux solutions indépendantes de
y’+y = 0. On cherche une solution particuliére sous la forme Ay +Aay2,
oll A1 et A, sont des fonctions de r de classe C'1. On doit donc résoudre
le systéme :

Mjcosr+ Mysine =0
—Ajsinz + Aycosz =tgr

Celui-ci a pour solution A] = —sinztgz et A, =sinr. Dol
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. . 1
/\1:—/smrtg.l’dr:smr—ln +tgr
cosx

As :/sinr dr = —cosz.

+tgx

et y = Adycosx + Agsinr = —cosxln
cos T

8.4. A RETENIR

1) L'équation différentielle

Yy —a(r)y=0

a : I C = — F étant une fonction continue a pour solution géné-
rale y = K exp A(z). o I\ est une constante arbitraire et A(z) une
primitive de a(r) sur l'intervalle I.

2) L’équation différentielle

¥ —alzx)y = b(x).
b .1 C % — & étant une fonction continue a pour solution générale
y= (K + C(x))exp A(xr). ot C'(zr)exp.4(z) est une solution particu-
liére. avec :
C(z) = [(b(x)exp—iA(x)) dr.

3) Les solutions de:

y' +ay +by=0. a.be” (1)

sont. a et J étant les racines de I'équation caractéristique r> +ar+b =
0.

y=Aexpar+ Bexp 3r. sia # 3
y=(dr+ B)expa, sia =173

A et B sont des constantes arbitraires, réelles ou complexes.
Les solutions de

y' +ay +by= f(r) (2)

sont obtenues en ajoutant aux solutions de (1) une solution particuliére
de I'équation (2).

8.5. Exercices et problémes

1) Intégrer les équations différentielles suivantes :
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a)y +ycosr = %sin?r.

b)y =14+tg’r.

A+ —1-y=0.

d) (y+3)dr+22dy=0.

) VI—12dy—2/1—y2dr=0.
f)rdy—ydr= /24y,

2) Soit I'équation différentielle ry’ — 2y — % = 0 . a) Déterminer ses
solutions dans les intervalles | — > . 0[ et ]0. +x[ .

b) Montrer que l'on peut «raccorder» ces solutions sur = tout entier

¢) Déterminer toutes les solutions sur = qui valent 0 pour r =1 .
2) Intégrer les équations différentielles suivantes:

¥ '+ 2y + 10y =sinx

y' +m’y = rcosmr

y' + 2y +y=-e"cos3r

v =3y +2y=ur.

y'+y=3sinz.

3) a) Intégrer 1'équation différentielle

v =5y +6y=0

b) En déduire les solutions de 'équation :
- e’

y// _ .)y/ + Gy — _2

ch”r

{en utilisant les résultats du 8.4.3.6) .

4) On considére 1'équation différentielle

(1+2%)y" +5zy +3y =0 (E)

a) Montrer qu’il existe deux polynémes P(r) et Q(x) tels que (1 +
)y + dry' + 3y soit. quel que soit r. la dérivée par rapport a z de
[y -P(x) +yQ(x)] .

b) En déduire la solution générale de (E) .

5) a) Trouver les solutions de 1'équation différentielle suivante :

2’ +3y°) de +y (vt +32%) dy =0 (E)

b) En posant x = u+ 1 . y = v . ramener ['équation différentielle

By—-Te+7)dr+(Ty—3r+3)dy=0
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4 une équation homogeéne. puis trouver ses solutions.

6) a) Intégrer 1'équations différentielle

(shr)y — (chz)y+1=0. (1)

b) Déterminer l'intégrale particuliére qui tend vers une limite finie
quand r tend vers —x: on désigne par (7 la courbe représentative.

¢) Déterminer l'intégrale particuliére qui tend vers une limite finie
quand r tend vers +>c: on désigne par (5 la courbe représentative.

d) Représenter graphiquement C'y et C's dans le plan muni d’un repére
orthonormé Oxzy .

e) Montrer que toute courbe intégrable passe par un point fixe A que
l'on déterminera.

7) Soit
Y +a(r)y=blx): (E')

une équation différentielle linéaire & coefficients périodiques de période 1:

on pose
a(r) = exp (—/ a(t) dz‘> .
0

a) Montrer que » — a(2) est une solution de 1'équation sans second
membre associée a (£},

b) Montrer que pour tout z.on a: a{x+ 1) = a(l) - a(z).
¢) Montrer que la solution générale y de (E) est définie par

= T bty
ylr) =a(r) <.~l—|— all) dl‘).

r r4l
d) On pose f(r)z/O %dl‘eth(r):/o LA

Calculer la dérivée de h: en déduire que 1'on a pour tout r:

fle+1) = f(1) + —= f(x).

e) Montrer que si a(1) est différent de 1, I'équation (£) admet une
solution unique de période 1 dont on donnera l'expression .

8) Equation de Bernoulli .

a) On considére I'équation différentielle

Yo+ fle)y = glx)y". (E)
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n

En posant : = y'~?. montrer que (E) se raméne & une équation

différentielle linéaire

F+ (I =n)f(x):=(1-n)glr).

b) Application : trouver les solutions de 'équation différentielle y’ +
rly=y3cosr .

9) D aprés la loi de Newton. la vitesse de refroidissement d un corps
quelconque dans 1"air est proportionnelle a la différence des températures
du corps et du milieu. La température de l'air étant de 20°C. le corps

se refroidit de 100°C & 60°C en l'espace de 20 minutes. En combien de
temps sa température tombera-t-elle a 30°C?

10) Une particule de masse m située & 500 m de la terre au temps
t = 0. fait une chute verticale. On suppose que la résistance de l'air R
est proportionnelle & la vitesse de la particule. On note g l'accélération
de la pesanteur. A quel instant la particule atteindra-t-elle la terre?

11) On veut déterminer les applications différentiables de =? dans =
qui vérifient 1'équation :

V(r.y) €27 l“g—f(l’-y)er%f(I-y) = (@t +yH? (E)
£ dy

1) Montrer que la fonction g(x. y) = (r*+y*)1/? est différentiable sur
=2 et que }2g(x.y) est solution du (E).

1
11) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si F = f — 59
vérifie : OF OF
Vie.y) €2 r—(r.y)+yz—(ey) =0
dr Jy

1i1) En passant aux coordonnées polaires (r. 8) montrer que 1'équation
(E) devient :
oF
r—— =0.
or

En déduire les solutions de (E) .






Index historique

Archimeéde (287-212 avant J.-C.) : mathématicien grec, un des pré-

curseurs de P'analyse infinitésimale. A Syracuse, il dirigea des travaux
portuaires, navals et militaires.

Bernoulli (Les) : famille de mathématiciens suisses, qui joua durant
tout le XVIII€siécle un rdle de premier plan. Jacques (1654-1705), Jean
(1667-1748) et Daniel (1700-1782) ont établi des résultats importants,
en analyse, en calcul des probabilités et en mécanique.

Bernstein Serge Nathanovitch (1880-1968) : mathématicien russe,

ses travaux portent sur l’approximation des fonctions continues par des
polynémes et le calcul des probabilités.

Bolzano Bernard (1781-1848) : né a Prague, Bolzano fit des études
de théologie et de mathématiques. Prétre en 1804, il occupa la chaire
de philosophie de la religion en 1805 & 'université de cette ville, avant
d’étre destitué en 1819 pour ses idées non conformistes.

Cauchy Augustin Louis (1789-1857): né & Paris, Cauchy, aprés
I’Ecole Polytechnique, passa par ’Ecole des Ponts et Chaussées et par-
ticipa comme ingénieur & divers travaux publics. Membre de I’Académie
des Sciences en 1816, il fut le plus proligque des mathématiciens aprés
Euler. Son ceuvre, dont une part importante est consacrée a ’analyse,
embrasse tous les domaines des mathématiques.

Darboux Jean Gaston: né a Nimes en 1842 il mourut a Paris en
1917. Ses travaux portent sur la géométrie différentielle, la théorie de
Pintégration et les équations aux dérivées partielles. Il fut élu a PAcadé-
mie des Sciences en 1904 et est & lorigine de la modification compléte
du régime de la licence, de ’établissement du doctorat mention sciences
et du développement de 'université de Paris.

Dini Ulisse (1845-1918) : mathématicien italien, ses travaux portent
sur la géométrie et ’analyse, en particulier les séries de Fourrier.

Euclide (vers 295 avant J.-C.): fondateur de 1’école mathématiques
d’Alexandrie. On sait trés peu de choses sur sa vie. Son ceuvre fonda-

mentale, «les Eléments», codifie la mathématique grecque qu’utiliseront
aprés lul Appolonios de Perga et Archiméde.

Euler Léonhard (1707-1783): mathématicien et physicien suisse.
Un des plus grands mathématiciens de tous les temps et le plus pro-
lifique. Devenu aveugle vers 1768, il continua & travailler grace & une
mémoire prodigieuse. Son ceuvre couvre tous les domaines des mathéma-
tiques: calcul différentiel, équations différentielles, géométrie, fonctions
circulaires, mécanique,...

Fermat (Pierre de) : mathématicien frangais (1601-1665) connu pour
ses travaux dans le domaine du calcul infinitésimal et la théorie des
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nombres. Son célébre probléme (solutions entiéres de I'équation r?+y"* =
n

Z2%. n > 3) ne fut résolu. semble-t-il. que tout récemment.

Lagrange Joseph Louis (1736-1813): mathématicien frangais. a
fait d'importantes découvertes dans tous les domaines des mathéma-
tiques. Membre de la Commission des poids et mesures et du bureau des
longitudes dés 1795.

Leibniz Gottfried Wilhelm (1646-1716) : mathématicien allemand.
fut conseiller & la cour supréme de Mayence et conseiller de Pierre Le
Grand de Russie. Ses ceuvres en algébre et logique sont restées inédites
pendant longtemps.

Lipschitz Rudolf Otto Sigismund (1832-1903) : mathématicien
allemand. Travaux dans la théorie des équations différentielles et phy-
sique mathématique. théorie des nombres.

Mac-Laurin Colin (1698-1746) : mathématicien écossais. disciple de
Newton. Son traité des fluxions (1742) contient notammment la formule
du développement en série entiére d une fonction. qui porte son nom.

Minkowski Herman (1864-1909) : mathématicien allemand. inventa

la méthode dite « géométrie des nombres». consistant a utiliser des consi-
dérations géométriques en théorie des nombres. Il a aussi laissé des tra-
vaux importants dans la théorie mathématique de la relativité restreinte.

Newton (Sir Isaac): mathématicien britannique (1642-1727). En

1687 apparait son ceuvre ll)rincipale : Philosophie naturalis principia ma-
thematica dans laquelle il expose notamment ses travaux en analyse et
la théorie de la gravitation universelle

Polya George (1887- ): mathématicien hongrois. connu pour ses
travaux en analyse complexe. probabilité, théorie des nombres,

Riemann Georg Friederich Bernard (1826-1866): mathémati-
cien allemand. mourut de tuberculose. En plus de ses travaux en ana-
lyse. il jeta les bases de la topologie différentielle et de la géométrie dif-
férentiejlle. Les variétés Riemanniennes font encore 1'objet de recherches
mtenses.

Rolle Michel (1652-1719): mathématicien francais. Sa « méthode

des cascades » utilisée pour la séparation des racines des équations algé-
biques n’a qu'un rapport lointain avec le théoréme qui porte son nom.

Schwartz Hermann Amandus (1843-1921): membre des acadé-
mies bavaroise et prussienne des Sciences. succéda en 1892 & Welerstrass
a l'université de Berlin. Il a produit d’importants travaux en analyse.

Serret Alfred (1819-1885) : mathématicien frangals. Son nom reste
attaché a coté de celui de F.J. Frenet (1816-1900). aux foormules vecto-
rielles liant 1'arc. la courbure et la torsion des courbes gauches.

Taylor Brook (1685-1731): mathématicien anglais. Dans son ou-
vrage principal Methodus incrementorum directa et inversa (1713). il

établit la célébre formule a la%qelle son nom est resté attaché. ainsi que
d’autres résultats importants d analyse.

Weierstrass Karl Theodor Wilhelm (1815-1897): mathémati-
cien allemand. membre de 1'Académie des sciences de Berlin en 1856.
Aprés Cauchy et Riemann. il a achevé de mettre 1'analyse sur les bases
entiérement rigoureuses et il v a apporté de trés belles découvertes.
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Abscisse curviligne 192

Accroissements finis (théoréme des — 68,132)
Approximations 71

Arc paramétré 190

Archimeéde 14

Bolzano-Weierstrass (théoréme de — 34 )

Borne (— d’une fonction, — supérieure, inférieure - 18)
Boule (— ouverte, fermée 117)

Changement de variables (167)

Cauchy (suite de — 9, 35, théoréme de — 70, uniformément de — 54,
théoréme de — Lipschitz 216)

Continue (fonction — 39, 185, uniformément — 43)

Convergence (— simple d’une suite de fonctions 44, — uniforme 45)
Convexe (fonction — 52, 74)

Courbure (193)

Darboux (somme de — 147)

Dérivable (fonction — 61)

Dérivée (61, — & droite, — a gauche 65, — partielle 120)
Développements limités (95, 188)

Différentiable (— fonction 63, 122)

Différentielle (— d’une fonction 61, forme — 141, opérateur — 214)

Equations différentielles (141, linéaires du ler ordre 219, — & va-
riables séparables 222, — homogéne 223, linéaires du second ordre 224

Equivalentes (fonctions — 96, normes — 116)
Exponentielle complexe (213)

Extremum (— d’une fonction 64, 136)
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Fonction (— a variation bornée 35. — continue 39, 120, — continue
par morceaux 156. convexe 52.74, -— dérivable 61. — implicite 137, réglée
160, — en escalier 157. — intégrable 147. 155, — inverse 76. Affine par

morceaux 59)
Hopital (régle de I'— 72)
Hyperboliques (fonctions — 80)
Implicites (théoréme des fonctions — 137)
Inégalités (— de Schwartz. de Minkowski 177)
Infiniment (— grand. — petit 96)
Inflexion (point d'— 197}
Intégrable (— fonction 147. 133)
Intégration (— par partie 167)
Intérieur (— point 20)
Interpolation (89)
Intervalle (19)
Leibniz (formule de — 203)

Limite (— d'une fonction 21. 120. — a droite. — a gauche 23. —
d une suite 23)

Lipschitzienne (— fonction 30)

Mac-Laurin (formule de — 94)

Majoré (ensemble — 17, fonction — 18, suite — 18)
Maximum (64)

Monotone (fonction — 71. suite 33)

Moyenne (premiére formule de la —. deuxiéme formule de la — 165)
Normes (—. — équivalentes 116)

Orthogonales (trajectoires — 218)

Oscillation (— d une fonction 42)

Polynoémes (— de Bernstein 53)

Primitive (161)

Produit (— scalaire 117. — mixte 181. — vectoriel 182)
Rebroussement (point de — 198)

Réglée (fonction — 160)

Rolle (théoréme de — 68)

Schwartz (théoréme de — 133)

Stirling (formule de — 177)
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Stolz (Théoréme de — 49)
Subdivision (— d'un intervalle 147)

Suites (— adjacentes 38. —bornées 26. —convergentes 27. —de Cau-
chy 35. — extraites 23. — de fonctions uniformément convergente 13. —
de fonctions différentiables 83)

Tangent (plan — & une surface 140)
Tangente (application affine —. — a une courbe. — fonction 57)

Taylor (formule de —93. — Lagrange 93. 134. formule de — avec
reste intégral 177)

Torsion (194)

Triédre (— de Serret-Frenet 193)

Uniforme (continuité — 42. convergence 44)
Valeurs (théoréme des — intermédiaires 40)

Voismage (117)
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La collection Universités francophones, créée en 1988 a l'initiative de
I'UREF, propose des ouvrages de référence, des manuels spécialisés et des
actes de colloques scientifiques aux étudiants de deuxiéme et troisiéme cycle
universitaire ainsi qu’aux chercheurs francophones et se compose de titres
originaux paraissant régulierement.
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universitaires en francais.

Enfin, la vente des ouvrages a un prix préférentiel destinés aux pays du Sud
tient compte des exigences économiques nationales et assure une diffusion
adaptée aux pays francophones.
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etudiants de langue francaise.
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ainst qu'un choix judicieux d’exercices et de probléemes d’applications, illustrant et
complétant le cours.

Le tout constitue, c’est le souhait des auteurs, un outil de travail précieux pour les
étudiants du 1° cycle universitaire scientifique ainsi que pour les éleves des classes de

Mathématiques supérieures.
*

*x *

Edmond FEDIDA, agrégé de mathématiques, docteur és sciences mathé-
matiques, est professeur des Universités francaises. Il est actuellement,
dans le cadre de la Coopération, professeur a I’Université d’Abidjan, apres
avoir servi, dans le méme cadre, durant plusieurs années comme professeur a
I’Université de Dakar (UCAD).

Mamadou SANGHARE, docteur ¢s sciences mathématiques, est maitre
de conférences et directeur de I’Institut de Recherche pour ’Enseignement
des Mathématiques, de la Physique et de la Technologie, IREMPT) de
Puniversité de Dakar (UCAD).

El Hadji Cheikh M’backé DIOP, docteur en sciences mathématiques, est
maitre-assistant a ’Université de Dakar (UCAD).

“ H“H” mw ‘HH ‘IWH e R 59.4387.3
7828501698392 Diffusion HACHETTE ou ELLIPSES selon pays 6 .

Imprimé en France

Distribution Canada D.P.L.U. S.SQL -

PARIS




	Sommaire
	Chapitre 1. Théorie élémentaire des ensembles Construction de R
	Chapitre 2. Limite et continuité
	Chapitre 3: Differentiation
	Chapitre 4: Approximation polynômiale d'une
fonction
	Chapitre 5: Fonctions de plusieurs variables
	Chapitre 6. Intégrale au sens de Riemann
	Chapitre 7. Fonctions vectorielles
	Chapitre 8. Équations différentielles
	Index historique
	Index terminologique

